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信源

信源是信息的来源，其功能是直接产生可能包含信

息的消息 

核心问题： 信源的消息中所包含的信息量

              以及信息如何量度

  



信源

Ø 按输出符号的取值分类：

Ø按输出符号之间的依赖关系分类： 



本章主要内容 

2.1 自信息和互信息
  2.1.1 自信息
  2.1.2 互信息

2.2 信息熵的基本概念
  2.2.1 信息熵
  2.2.2 联合熵与条件熵
  2.2.3 相对熵
  2.2.4 各类熵之间的关系
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本章主要内容

2.3 信息熵的基本性质
  2.3.1 凸函数及其性质
  2.3.2 熵的基本性质
  2.3.3 熵函数的唯一性
  2.3.4 有根概率树与熵的计算

2.4 平均互信息
  2.4.1 平均互信息的定义
  2.4.2 平均互信息的性质
  2.4.3 平均条件互信息
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本书符号的约定 

●大写字母表示随机变量或随机事件集合

●小写字母表示随机变量的取值或随机事件

●x取自一个有限符号集合（也称字母表）

●符号集也可以是无限可数的，但如无特别说明，都默认
为有限符号集的情况

},...,,{ 21 naaaA 
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§2.1.1 自信息

事件集合X中的事件          的自信息定义为：

                                                             (2.1a)

简记为                                                   (2.1b)

注：（1）  ∈ A，且                      ，

        （2）底数>1, 自信息随概率单调递减

( ) log ( )X i X iI a P a

( ) log ( )I x p x

1
( ) 1n

X ii
P a


 0 ( ) 1X iP a ia

iax 
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自信息

 

(2)对数底的选取有如下几种情况：

   以2为底：单位为比特（bit），工程上常用；

   以3为底：单位为Tit；

   以e为底：单位为奈特（Nat），理论推导时常用；

   以10为底：单位为Dit或哈特；

   各单位之间的换算关系为：

          =     =        =           

            =      =        =          = 

eelog 比特e2log
10log10 比特10log2 比特2log/1 10

10

比特443.1

比特322.3

奈特1

Dit1



自信息

 

(3)自信息为随机变量，且I(x)是p(x)的单调递减函数，即概

   率大的事件自信息小，而概率小的事件自信息大；

(4)自信息含义体现在如下两个方面：

    ①表示事件发生前该事件发生的不确定性。

    ②表示事件发生后该事件所包含的信息量，也是提供给信

      宿的信息量，也是解除这种不确定性所需要的信息量。
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§2.1.1 自信息

例2．1   箱中有90个红球，10个白球。现从箱中随机地取出

一个球。求：

   （1）事件“取出一个红球”的不确定性；

   （2）事件“取出一个白球”所提供的信息量；

   （3）事件“取出一个红球”与事件“取出一个白球”相

比较，哪个事件的发生更难猜测？
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§2.1.1 自信息

解 （1）设表示“取出一个红球”的事件，则                   ，
故事件   的不确定性为：
         I (   ) = -log0.9 = 0.152比特
   （2）设表示“取出一个白球”的事件，则                     ，
故事件    所提供的信息量为：
         I (    ) = -log0.1 = 3.323比特
   （3）因为I (    )＞I (   )，所以事件“取出一个白球”的发
生更难猜测。

结论：欲求事件的自信息，首先要求事件发生的概率。

9.0)( 1 ap
1a
1a

1.0)( 2 ap

2a
2a

2a 1a
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联合自信息

联合事件集合XY中的事件x=   ,y=  包含的联合自信息定义

为：

                                     (2.2a)

简记为

                                     (2.2b)

           

其中，     要满足非负和归一化条件。

ia jb

),(log),( jiXYjiXY baPbaI 

)(log)( xyPxyI 

)(xyP

14



联合自信息

联合自信息可以推广到多维随机矢量。N维矢量

的自信息定义为

                                      (2.3)

实际上，如果把联合事件看成一个单一事件，那么联合自

信息的含义与自信息的含义相同。

( ) log ( )I p x x

),...,,(x 21 nxxx
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联合自信息

例2.1(续)箱中球不变，现从箱中随机取出两个球。求：

   （1）事件“两个球中有红、白球各一个”的不确定性；

   （2）事件“两个球都是白球”所提供的信息量；

   （3）事件“两个球都是白球”和“两个球都是红球”相

比较，哪个事件的发生更难猜测？
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联合自信息

解:三种情况都是求联合自信息。设x为红球数，y为白球数。

 (1)                      ,                   

 (2)                     ,                      

 (3)                      ,                       

因为         ，所以事件“两个球都是白球”的发生更难猜测。

                                               
                                          

11/2
2/99100

1090)1,1( 2
100

1
10

1
90 





C
CCPXY 比特460.211/2log)1,1( I

110/1
2/99100

2/910)2,0( 2
100

2
10 





C
CPXY 比特782.6110/1log)2,0( I

110/89
2/99100
2/8990)0,2( 2

100

2
90 





C
C

PXY 比特306.0110/89log)0,2( I

)0,2()2,0( II 
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联合自信息

例2．2  设二元随机矢量             ，其中   为独立同

分布随机变量，且1符号的概率为        ，求序列

的自信息。

解  所求序列的自信息为

             

{ }iX

(0 1)   010011x

3 3( ) log ( ) log[ (1 ) ] 3log[ (1 )]I p           x x

)...( 21 N
N XXXX 
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条件自信息

给定联合事件集XY，事件     在事件     给定条件下的条
件自信息定义为：
                                    (2.4a)
简记为
                                    (2.4b)

其中：条件概率p(x|y)也要满足非负和归一化条件。

jby 

)|(log)|( // jiYXjiYX baPbaI 

)|(log)|( yxpyxI 

iax 
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条件自信息

    条件自信息含义与自信息类似，只不过是概率空间有变化。

条件自信息的含义包含两个方面：

   (1)在事件y=  给定条件下，在x=   发生前的不确定性；

   (2)在事件y=  给定条件下，在事件x=  发生后所得到的信

息量。

    同样，条件自信息也是随机变量。容易证明，自信息、条

件自信息和联合自信息之间有如下关系：

                                            (2.5)

jb ia

jb ia

)|()()|()()( yxIyIxyIxIxyI 
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条件自信息

    例2．1(续) 箱中球不变，现从箱中先拿出一球，再拿出一

球，求：

   （1）事件“在第一个球是红球条件下，第二个球是白球”

的不确定性；

   （2）事件“在第一个球是红球条件下，第二个球是红球”

所提供的信息量。
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条件自信息

    解:这两种情况都是求条件自信息，设r表示红球，w表示白球。
(1)
                                
  

(2)
                                   

99/10)|(  rxwyp

307.399/10log)|(  rxwyI

99/89)|(  rxryp

154.099/89log)|(  rxryI 比特

比特
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条件自信息

   
 例2．3  有8×8=64个方格，甲将一棋子放入方格中，让乙猜；

   （1）将方格按顺序编号后叫乙猜顺序号，其困难程度为何？

   （2）将方格按行和列编号并告诉乙方格行号后，让乙猜列

        顺序号，其困难程度为何？
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条件自信息

   
解:设行列编号分别为x和y，因为没有任何附加信息，故假定

甲选择的编号是等可能的，即                    ；计算得

以上两个问题归结到计算联合自信息和条件自信息的问题；

（1）                    比特

（2）                     比特

                     
                 

( | ) ( ) / ( ) 1/ 8p y x p xy p x 

2 2( ) log ( ) log 64 6I xy p xy  

2 2( | ) log ( | ) log 8 3I x y p y x  

8...1,8...1,64/1)(  yxxyp

,8,...,1,8/1)()(  xxypxp
y
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条件互信息

                         
                 

离散随机事件x=  和y=  之间的互信息（x∈X ,y∈Y）定义为：

简记为
   

通过计算可得

/ i
;

i

( | )
( ; ) log

( )
X Y j

X Y i j
X

P a b
I a b

P a


)(
)|(log);(

xp
yxpyxI 

)|()();( yxIxIyxI 

ia jb

(2.6a)

(2.6b)

(2.7)
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§2.1.2 互信息

注：

    (1)互信息的单位与自信息单位相同；

    (2)x与y的互信息等于x的自信息减去在y条件下x的自信息。 

I(x)表示 x的不确定性，I(x|y)表示在 y发生条件下x 的不确定

性；因此I(x;y)表示当 y发生后x不确定性的变化。两个不确定

度之差，是不确定度消除的部分，也就是由y发生所得到的关于x 

的信息量。

   (3)互信息反映了两个随机事件x与y之间的统计关联程度。在

通信系统中，互信息的物理意义是，信道输出端接收到某消息

（或消息序列）y后，获得的关于输入端某消息（或消息序列）x

的信息量。
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互信息的性质

    (1)互易性：I(x；y)=I(y；x)；

    (2)当事件x , y 统计独立时，互信息为零，即I(x；y)=0；

    (3)互信息可正可负；

    (4)任何两事件之间的互信息不可能大于其中任一事件的自

信息。
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互信息的性质

    
l 由定义明显看出性质(1）成立，而且
                                      

l 当事件x ，y 统计独立时，有p(x|y)= p(x)，所以性质
（2）成立；

l 因为，当p(x|y)> p(x)时，I(xy)>0； 当
   p(x|y)<p(x)时，I(xy)<0，所以性质（3）成立；
l 根据(2.7)，并考虑自信息和条件自信息的非负性，可

得性质（4）。也可以说，一个事件的自信息是任何其
他事件所能提供的关于该事件的最大信息量。

)()(
)(log

)(
)|(log

)(
)|(log);(

ypxp
xyp

yp
xyp

xp
yxpyxI  (2.8)
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互信息的性质

   例2．4 设e表示事件“降雨”，f表示事件“空中有乌云”，
且P(e)=0.125,  P(e/f)=0.8,
求：（1）事件“降雨”的自信息；
    （2）在“空中有乌云”条件下“降雨”的自信息；
    （3）事件“无雨”的自信息；
    （4）在“空中有乌云”条件下“无雨”的自信息；
    （5）“降雨”与“空中有乌云”的互信息；
    （6）“无雨”与“空中有乌云”的互信息；
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互信息的性质

   解  设表示事件“无雨”，则P( )=1-P(e)； 
   (1)I(e)=–log0.125 = 3 bit ；
   (2)I(e |f)=–log0.8 = 0.322 bit
   (3)I( )=–log0.875 = 0.193 bit
   (4)I(  |f)=–log0.2 = 2.322 bit 
   (5)I(e；f)=3–0.322 = 2.678 bit 
   (6)I( ；f)= 0.193–2.322 =–2.129 bit 

e

e
e

e
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条件互信息

   
设联合事件集XYZ，在给定z∈Z 条件下，x(∈X) 与y(∈Y ) 
之间的条件互信息定义为：

                                     

除条件外，条件互信息的含义与互信息的含义与性质都相同。

)|(
)|(log)|;(

zxp
yzxpzyxI  (2.9)
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条件互信息

   

例2.5  

解：由                      ，          得

    由                     ，          得

|
(00) 1/ 2(0 | 0) 4 / 5
(0) 1/ 2 1/ 8

XZ
X Z

Z

pp
p

  
 | (0 | 00) 1X YZp 

( 0; 0 | 0) log5 / 4I x y z   

|
(11) 1/ 8(1|1) 1/ 3
(1) 1/ 4 1/ 8

XZ
X Z

Z

pp
p

  
 | (1| 01) 1X YZp 

( 0; 0 | 0) log3I x y z   

。和求

且设三维随机矢量

)1|0;1()0|0,0(,8/1)110()101(
,4/1)011(,2/1)000(p(XYZ), XYZ





zyxIzyxIpp
p

XYZXYZ

XYZ
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§2.2.1 信息熵

   
离散随机变量X的熵定义为自信息的平均值

                                             （2.10）

X的概率分布可写成矢量形式，称为概率矢量，记为

            ，X的熵可简记为

因此，           也称为概率矢量             的熵。当

n=2时，简记为

                                             （2.12）

其中，     ，为二元信源中一个符号的概率。

( )( ) [ ( )] ( ) log ( )p x x
H X E I x p x p x  

),...,,( 21 npppp
),...,,()()( 21 npppHpHXH 

),...,,( 21 npppH ),...,,( 21 npppp 

( ,1 ) ( )H p p H p 
1/ 2p 

（2.11）
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§2.2.1 信息熵

   注：(1)I(x)为事件X=x的自信息,   表示对随机变量用p(x)

         取平均运算；熵的单位为：比特（奈特）／符号。

    (2)         ，       ，所以H(X)为n-1元函数。

    式(2.10)与统计力学中热熵的表示形式相同（仅差一个常

数因子），为与热熵区别，将H(X)称为信息熵，简称熵。

( )p xE

1
1n

ii
p


 10  ip
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§2.2.1 信息熵

       信息熵是从平均意义上表征随机变量总体特性的一个量，

其含义体现在如下几方面：

(1) 在事件发生后，表示平均每个事件（或符号）所提供的信        

息量；

(2) 在事件发生前，表示随机变量取值的平均不确定性；

(3) 表示随机变量随机性大小，熵大的，随机性大；

(4) 当事件发生后，其不确定性就被解除，熵是解除随机变量

不确定性平均所需信息量。
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§2.2.1 信息熵

       例２.6　一电视屏幕的格点数为              ，每点有

10个灰度等级，若每幅画面等概率出现，求每幅画面平均所包

含的信息量。

    解:电视屏幕可能出现的画面数为     ，所以每个画面出

现的概率为         , 每幅画面平均所包含的信息量为：  

                              比特/画面。

30000010

300000-10p
6300000

22 10)10(log)/1(log)(  pXH

5103600500 

36



§2.2.1 信息熵

       例2.7　A、B两城市天气情况概率分布如表2.1所示，问
哪个城市的天气具有更大的不确定性？
            
             表2.1  两种天气的概率分布

  概率      天气

        
  

 城市

晴 阴 雨

A城市 0．8 0．15 0．05

B城市 0．4 0．3 0．3
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§2.2.1 信息熵

   解：
                                                比特/符号

所以，B城市的天气具有更大的不确定性。
      

( ) (0.8,0.15,0.05) 0.8 log 0.8 0.15 log 0.15 0.05 log 0.05 0.884H A H        

( ) (0.4,0.3,0.3) .4 log.4 .3 log.3 .3 log.3 1.571H B H         比特/符号
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§2.2.1 信息熵

         例２.8  有甲、乙两箱球，甲箱中有红球50、白球20、

黑球30；乙箱中有红球90、白球10。现做从两箱中分别

做随机取一球的实验，问从哪箱中取球的结果随机性更

大？
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§2.2.1 信息熵

         
 

 解:设A、B分别代表甲、乙两箱，则
                                                比特/符号
                                        比特/符号 
   
   所以，从甲箱中取球的结果随机性更大。      

( ) (0.5,0.2,03) 0.5 log 0.5 0.2 log 0.2 0.3 log 0.3 1.486H A H        

( ) (0.9,0.1) 0.9 log 0.9 0.1 log 0.1 0.469H B H      
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§2.2.2 联合熵与条件熵

         

联合熵用于多维随机矢量的信息度量。设N维随机矢量，

           取值为          ，联合熵定义为联合自信息的平

均值

                                            

其中，为矢量的联合概率，式中是N重求和。联合熵是信息熵的

扩展，单位是比特/N个符号。

对于二维随机矢量XY，联合熵表示为：

                                               (2.14)

),...,(X 21 N
N XXX ),...,( 2,1 nxxxx 

1 2 ( )( ) ( ) [ log ( )] ( ) log ( )N
n pH H X X X E p p p    x

x
X x x x

( )( ) [ ( )] ( ) log ( )p xy
x y

H XY E I xy p x y p x y  

(2.13)
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§2.2.2 联合熵与条件熵

         

例２.9  设随机变量X和Y符号集均为{0，1}，且         ，
            ，            ,求联合熵H(XY)。

解:由            ，可得XY的联合概率分布    如表2.2所
示：
        表2.2    两种天气的联合概率分布

  联合熵可化为一维熵计算，有                         
比特/2个符号

( 0) 2/3p x 
( 0| 0) 1/2p y x   3/1)1|1(  xyp

( ) ( ) ( | )p xy p x p y x ( )p xy

  p(xy)       y

x                 

 

0

 

1

0 1/3 1/3

1 2/9 1/9

( ) (1 / 3, 1 / 3, 2 / 9, 1 / 9) 1.8911H XY H 
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条件熵

         

对于二维随机矢量XY，条件熵       定义为条件自信息     
的平均值
                                             (2.15a)

其中,                      为在x取某一特定值时Y的熵。

( | )H Y X ( | )I y x

( )
( | ) [ ( | )] ( ) log ( | )

p xy x y
H Y X E I y x p x y p y x  

( )[ ( | ) log ( | )] ( ) ( | )
x y x
p x p y x p y x p x H Y x    

( | ) ( | ) log ( | )
y

H Y x p y x p y x 

(2.15b)
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条件熵

         
例２.9（续）求条件熵       。

   解：
                                       
                                       比特/符号

( | ) ( ) ( | ) (0) ( | 0) (1) ( | 1)X Xx
H Y X p x H Y x p H Y x p H Y x    

( | )H Y X

(2 / 3) (1/ 2) (1/ 3) (1/ 3) 0.9728  H H  
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条件熵

         
例２.10  设随机变量X与Y之间的条件概率矩阵为：

                                         （2.16）

其中                                  求        。





















nmnn

m

m

ppp

ppp
pp

...
............

...

...p

p

21

22221

11211

mjniixjypij ,...,2,1,,...,2,1),|(p  ( | )H Y X
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条件熵

         解：

其中，                    。

如果式(2.16)所表示的条件概率矩阵的各行所包含的

元素都相同，则         与i无关，此时

, ,
( | ) ( ) log ( | ) log ( | )i ij ij i

x y i j i
H Y X p xy p y x p p p p H Y x i       

( | ) logij ijj
H Y x i p p  

)|( ixYH 

),...,,()|()|( 11211 �mpppHixYHXYH 
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条件熵

         
条件熵也可扩展到多维矢量的情况。设N维随机矢量

和M维随机矢量                  ，其中                ，               ，联合集

           上，条件熵定义为

                                               （2.17）

当M=N=1时，式(2.17)归结于(2.15)。

)...( 1 N
N XXX 

)...( 1 M
M YYY  )...( 1 Nxxx  )...(y 1 Myy

N MX Y

( )
( | ) [ ( | )] ( ) log ( | )M N

p
H E p p p   xy xy

Y X y x x y y x
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§2.2.3 相对熵

       
若P和Q为定义在同一概率空间的两个概率测度，定义P相对于

Q的相对熵为：

                                           （2.18）

                                            

l相对熵又称散度、鉴别信息、方向散度、交叉熵、Kullback_ 
Leibler距离等。

l在 (2.18)中，概率分布的维数不限，可以是一维，也可以是

多维，也可以是条件概率。


x xQ

xPxPQPD
)(
)(log)()//(
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§2.2.3 相对熵

       

 首先介绍一个在信息论中有用的不等式。

 对于任意正实数x，下面不等式成立

                                         

证明：①设             ，可求得函数的稳定点为x=1，
并可求得在该点的二阶导数小于0，从而可得x=1为f(x)取极

大值的点，即                ，仅当x=1时式(2.19)右边

等号成立。

      ②令y=1/x，可得           ，再将y换成x，就得

到左边的不等式。

1 1/ ln 1x x x   

( ) ln 1f x x x  

( ) ln 1 0f x x x   

1 1/ lny y 

（2.19）
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§2.2.3 相对熵

                如果在一个共同有限字母表概率空间上给定两个概

率测度P(x)和Q(x)，那么

                                       

仅当对所有x, P(x)=Q(x)时,等式成立。

(2.20)

定理2.1

0)//( QPD
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§2.2.3 相对熵

        证：因            ，             ，所以根据式
(2.19)，有 

仅当对所有x，P(x)=Q(x)时，等式成立。

( ), ( ) 0P x Q x  ( ) ( ) 1
x x
P x Q x  

 

 




x x

x x

xPxQe
xP
xQexP

xP
xQxPQPD

0)]()()[log

]1
)(
)()[)(log(

)(
)(log)()//(

（　　　　　　
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§2.2.3 相对熵

        
式(2.20)称为散度不等式（divergence inequality）。

●该式说明，一个概率测度相对于另一个概率测度的散度

是非负的，仅当两测度相同时，散度为零。

●散度可以解释为两个概率测度之间的“距离”，即两概

率测度不同程度的度量。

●散度并不是通常意义下的距离，因为它不满足对称性，

也不满足三角不等式。
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§2.2.3 相对熵

        例2.11  设一个二元信源的符号集为{0，1}，有两个概

率分布p和q，并且        ，     ，       ，     ，

求散度       和       ，并分别求当      和      

时散度的值。

(0) 1p r  (1)p r (0) 1q s  (1)q s

r s 2 1/2r s 
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)//( qpD )//( pqD



§2.2.3 相对熵

        
解:根据 (2.18)式，得

                      

当r=s时，有                ，当         时，有

 

2 1/ 2r s 

注：一般地，     和      并不相等，即不满足
对称性。
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r
sspqD

s
rr

s
rrqpD log

1
1log)1()//(,log

1
1log)1()//( 










0)//()//(  pqDqpD

比特）（ 2075.02/)3log(1
4/1
2/1log2/1

4/11
2/11log)2/11()//( 




qpD

比特）（ 1887.01)3log(
4
3

2/1
4/1log4/1

2/11
4/11log)4/11()//( 




pqD

)//( qpD )//( pqD



§2.2.4 各类熵之间的关系

        由式 (2.18)可得到熵与相对熵的关系，即由

得
                                          （2.21）

上式表明，同一概率空间的两随机变量集合，如果一种分
布的自信息用另一种分布做平均，其值不小于另一种分布
的熵。

( ) log[1/ ( )] ( )p xE Q x H X

0)()(log)//( )(  XHxQEQPD xp
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§2.2.4 各类熵之间的关系

        
      (熵的不增原理)

                                  (2.22)

证：设                ，那么

        

( | ) ( )H Y X H X

( ) ( ) ( | )
x

p y p x p y x
( ) ( | ) ( ) log ( ) ( ) ( | ) log ( | )

y x y
H Y H Y X p y p y p x p y x p y x    

( ) ( | ) log ( ) ( ) ( | ) log ( | )
y x x y

p x p y x p y p x p y x p y x   
( | )( ) ( | ) log

( )x y

p y xp x p y x
p y

 

定理2.2

 
x

ypxypDxp 0))(//)|(()(
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§2.2.4 各类熵之间的关系

        ●上面利用了散度不等式，仅当X、Y 相互独立时，等

式成立。

●(2.22)表明，条件熵总是不大于无条件熵，这就是熵

的不增原理：在信息处理过程中，已知条件越多，结果

的不确定性越小，也就是熵越小。
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§2.3.1 凸函数及其性质

           
1．凸函数的定义
 多元实值函数             称为定义域上的上凸 (cap ) 函
数，若对于任何        ，及任意两矢量    ，有

                                        
成立；若对于任何  及任意    ，上面不等式反向，则称
为下凸 (cup ) 函数；若仅当     或      (或=1）时不等式
中等号成立，则称    为严格上凸（或下凸）函数。 

1 2( ) ( , , )nf f x x xx 

(0 1)   1 2,x x

1 2 1 2( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f f f       x x x x

1 2,x x ( )f x

1 2x x 0 
( )f x

（2.23）
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§2.3.1 凸函数及其性质

           
 

●一元上凸函数曲线如图所示。称
为自变量        的内插值，称                              为函数值
       和      的内插值。
●从图中可以看出，当     从0变化到1时， 点           从点
              沿直线段移动到点            ，此线段实际上是连接
两点的弦。
●上凸的含义就是：在自变量     和    之间的区域，函数      
的图线在连接曲线
上对应两点弦的上方。

f(x)

f(x1)

αf(x
1
)+(1-α)f(x

2
)

f(x)

f(x
2
)

 x1 x=αx1+(1-α)x2   x2

1 2(1 )   x x x
1 2,x x 1 2( ) ( ) (1 ) ( )g f f   x x x

1( )f x 2( )f x

 ( , ( ))gx x

2 2( , ( ))gx x 1 1( , ( ))fx x

1x 2x
( )f x
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§2.3.1 凸函数及其性质

           
 

 2．凸函数的性质

   （1）若            均为上凸函数，      均为正

数，那么       为上凸函数（或    严格上凸函数，若

中任意一个为严格上凸）。

证：利用式(2.23)，有

)(),...,(),( 21 xfxfxf k kccc ,...,, 21

( )i ii
c f x ( )if x

1 2 1 2

1 2

( (1 ) ) [ ( ) (1 ) ( )]

( ) (1 ) ( )
i i i i ii i

i i i ii i

c f c f f

c f c f

   

 

    

  

 
 

x x x x

x x
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§2.3.1 凸函数及其性质

           
 

（2）对于一维随机变量  ，若    在某区间的二阶导数

小于等于0，即         ，则在此区间内为上凸函数

（或严格上凸函数，若          ）。（证明略）

（3）Jensen不等式，由下面的定理来描述。

             若    是定义在某区间上的上凸函数，则

对于任意一组矢量         和任意一组非数        ，

       ，有

     

对于严格上凸函数，仅当        或          且     

时，等式成立。

   

x ( )f x
2 2( ) / 0f x x  

2 2( ) / 0f x x  

( )f x
),...,,( 21 kxxx k ,...,, 21 ��

1
1k

ii





1 1
[ ] ( )
k k

i i i i
i i

f f 
 

 x x

kxx  ...1 1 (1 )i i k    0 ( )j j i  

（2.24）

定理2.3
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§2.3.1 凸函数及其性质

           
 

   
Jensen不等式的证明

证：利用数学归纳法证明。

根据上凸函数的定义 (2.23)，说明当    时，不等式(2.24)

成立。假定     时(2.23)成立，那么当      时设       

令       ，有        ，所以  

2k 

k n 1k n 
1

1
0, 1n

i ii
 


 

1

n
ii

 


   11n

1
1 1 11 1 1

1 1 11 1

( ) ( ) ( ) ( / ) ( ) (1 ) ( )

[ ( / ) ] (1 ) ( ) [ ( / ) ] ]

n n n
k k i i n n i i ni i i

n n
i i n i i n ni i

f f f f f

f f f

      

       



    

   

    

    

  
 

x x x x x

x x x x

1

1
( )n

i ii
f 


  x
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§2.3.1 凸函数及其性质

           
 

 
式 (2.24)称为Jensen不等式。因为可作为随机矢量的概率分
布，所以有如下推论。

 推论2.1  若   为上凸函数，那么

在信息论中，对数函数是最常用的上凸函数，根据(2.25)，
有
 推论2.2  对于一元对数函数     ，有

( )f x

[ ( )] [ ( )]E f f Ex x

[log ( )] log[ ( )]E x E x
log( )x

（2.25）

（2.26）
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§2.3.2 熵的基本性质

           

 
1．对称性

概率矢量           中，各分量的次序任意改变，熵不

变，即

其中，       是1,2,...,n的任何一种n级排列。该性质

说明熵仅与随机变量总体概率特性（即概率分布）有关，

而与随机变量的取值以及符号排列顺序无关。

),...,,( 21 npppp 

),...,,(),...,,(H
2121 njjjn pppHppp 

njjj ,..., 21

(2.27)

64



§2.3.2 熵的基本性质

           

 

2．非负性

                                  

仅当对某个      时，等式成立。

●自信息是非负的，熵为自信息的平均，所以也是非

负的。

●非负性仅对离散熵有效，而对连续熵来说这一性质

并不成立。

1 2( ) ( , , , ) 0nH H p p p p 

1ip 

(2.28)
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§2.3.2 熵的基本性质

           

 

3．确定性
                                     
                                         

●这就是说，当随机变量集合中任一事件概率为1时，熵就

为0。

●这个性质意味着，从总体来看，事件集合中虽含有许多

事件，但如果只有一个事件几乎必然出现，而其他事件几

乎都不出现，那么，这就是一个确知的变量，其不确定性

为0。

0)0,...,0,1()0,0,1()0,1(  HHH （2.29）
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§2.3.2 熵的基本性质

           

 
 4． 扩展性
                                         
                                         (2.30)

利用            可得到上面的结果，其含义是，虽

然小概率事件自信息大，但在计算熵时所占比重很小，

可以忽略。

0lim log 0   

),...,,(),,...,,(lim 212110 nnn pppHpppH 
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§2.3.2 熵的基本性质

           

 
  5．可加性

熵的可加性首先由香农提出，含义如下：如果一个事件

可以分成两步连续选择来实现（多步产生的事件也称复

合事件），那么原来的熵H应为H的单独值的加权和。

注：“H的单独值”是指每次选择的熵值，“权值”就是

每次选择的概率。
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§2.3.2 熵的基本性质

           

 
 

先看一个简单例子，某随机事件集合有3个事件，概率

分别为：     ，    ，     ；

    这3个事件可以直接产生，也可分两步产生，即先

以1/2的概率产生两个事件，选择其中之一作为输出，

或者在另一事件发生条件下再以2/3和1/3的概率产生两

事件，选择其中的一个作为输出。

1 1 / 2p  2 1/ 3p  3 1/ 6p 
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§2.3.2 熵的基本性质

           

 3个事件概率的产生可用下图的树来描述，从根节点开始，通过

两步选择生成的3片树叶代表3个事件，节点旁边的数值表示该

节点的概率，分支旁的数字表示分支的条件概率，原节点的概

率乘分支条件概率就得到产生的下一节点（也称子节点）的概

率。熵的可加性意味概率矢量的熵 

1 / 2

1 / 2

1

1 / 3

2 / 3
1 / 3

1 / 2

1 / 6

1 / 2

 复合事件产生例

(1 / 2,1 / 3,1 / 6) (1 / 2,1 / 2) (1 / 2) (1 / 3,2 / 3)H H H  （2.31）

上式等号右边的第1项是第1步选择的熵；由于第2步选择只有1/2
的概率发生，所以第2项是第2步选择的熵与权值1/2的乘积。
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§2.3.2 熵的基本性质

           

 
 

 上例可以推广到一般情况。设某事件集合     包含个事件，概率分别

为                                        这      个事件可以分

两步产生，第一步产生n个事件，其中每个事件的概率分别为          ；

第二步再以这n个事件为条件，以             为条件概率，分别产生m

个事件。熵的可加性的一般形式可以表示成：

其中，       ，对所有i，j；        ；                ，      。

nmnnnmm pppppppppppp ,...,...,,...,,,..., 12221211111 n m
n m

nppp ,...,21

),...,1(,...1 nipp imi 

),...(),...,(

),...,...,,...,,,...,(

1
1

1

12221211111

imi

n

i
in

nmnnnmm

ppHpppH

ppppppppppppH




 （2.32）

, 0i ijp p 
1

1m
ii
p


 1...11

  imi
m

j ij ppp ni ,...,1
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§2.3.2 熵的基本性质

           

 
 

 可把这个事件的概率写成阶矩阵，形式如下：

                                          （2.33）

●矩阵(2.33)从第1行到第n行，每行元素的和分别为        ，       
因为         满足归一性，故可以视为一个事件集合的概率
分布，设此集合为X。
●同理也可把每列元素的和         视为另一个事件集合的
概率分布，设此集合为Y，
●矩阵(2.33)就是XY的联合概率矩阵，其中，            ；
所以               ，                ， 
                                           。





















nmnnnnn

m

m

pppppp

pppppp
pppppp

...
............

...

...

Q

21

22222212

11121111

nppp ,...,, 21

 nipi ,...,1, 

( , )i j i ijp x a y b p p  

 mjq j ,...,1, 

),...,()( 1 nppHXH 
),...,...,,...,,,...,()(H 12221211111 nmnnnmm ppppppppppppHXY 

),...,()|( 1
1

imi

n

i
i ppHpXYH 
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§2.3.2 熵的基本性质

           

 
 

 

        （熵的可加性）

 
证：

又

其中，

( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )H XY H X H Y X H Y H X Y   


x y

yxpyxpXYH )(log)()( [log log ]i ij i ij
i j
p p p p   

log log ( ) ( | )i i ij i ij ij
i j i j
p p p p p p H X H Y X       


x y

yxpyxpXYH )(log)()( ( / )[log log( / )]j i ij j j i ij j
j i
q p p q q p p q   

( / )[log log( / )]j i ij j j i ij j
j i
q p p q q p p q   

( | ) ( ) ( | ) / ( ) /i ij jp x y p x p y x p y p p q 

（2.34）

定理2.4
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§2.3.2 熵的基本性质

           

 
 

 

●如果把随机事件产生的过程倒过来看，由     个事件

的集合变成  个事件的集合的过程相当于原事件集合中

符号合并的过程，其中每个  事件合并成一个事件。

●符号合并前的熵由(2.32)等号的左边表示，合并后的

熵由(2.32)等号右边的第一项表示，而等号右边第2项大

于零。

●结论：随机变量符号集中的符号经合并后，随机变量

的熵减小。

n m

n
m

74



§2.3.2 熵的基本性质

           

 
 

 

     例2.12  设某地气象为随机变量X，符号集A={晴，

多云，阴，雨，雪，雾，霾}，概率分别为

0.3,0.2,0.2,0.05, 0.05,0.05,0.15；现将多云和阴用阴

代替，雨和雪用降水代替，雾和霾用雾霾代替，得到简化

气象Y，符号集B ={晴，阴，降水，雾霾}，求两气象熵的

差。

 
75



§2.3.2 熵的基本性质

           

 
 

 

 解 ：两气象熵的差可利用熵的可加性公式(2.32)，有

                                          

    实际上，式 (2.32)是熵的可加性常用的一种描述方式，

是指通过两步产生随机事件的情况，对于多步产生的随机事

件的情况，可用多维随机矢量熵的可加性来描述。

 

符号比特 /6623.0)4/1(2.0)2/1(1.0)2/1(4.0)()(  HHHYHXH
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§2.3.2 熵的基本性质

           

 
 

 

 

 

          （熵的链原则）设N维随机矢量           ，
则有

                                            （2.35）

仅当         统计独立（即   独立于          ，对
          ）时，等式成立，即
                                             

上式称为熵的强可加性。(2.35)称做熵的链原则，式中规
定          ，当    。

)...( 21 nXXX

)()...|(

)...|(...)|()()...(

1111

111|2121

 






N

i ii
N

i i

NnN

XHXXXH

XXXHXXHXHXXXH

nXXX ...21 iX 121 ... iXXX
Ni ,...,1

)(...)()()...X( |2121 nN XHXHXHXXH 

NXX ...X 21 1i 

（2.36）

定理2.3.3

77



§2.3.2 熵的基本性质

           

 
 

 

 证   通过将联合概率展开，再求平均，得 

上面的不等式用到熵的不增原理，仅当         
统计独立时，等号成立。  

)()...|(

)]...|([log)]...|(log

)]...|()...|()(log[
)...(log)(log)...(

1111

111 )(111)(

11121)(

21)()(21


















N

i ii
N

i i

ii
N

i xpi
N

i ixp

NNxp

NxpxpN

XHXXXH

xxxpExxxpE

xxxpxxpxpE
xxxpExpEXXXH

NXXX ,...,, 21
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§2.3.2 熵的基本性质

           

 
 

 

 
熵的可加性可以从多种角度来理解：

   （1）复合事件集合的不确定性为组成该复合事件的各简   

单事件集合不确定性的和；

   （2）对事件输出直接测量所得信息量等于分成若干步测

量所得信息量的和；

   （3）事件集合的平均不确定性可以分步解除，各步解除

不确定性的和等于信息熵。
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§2.3.2 熵的基本性质

           

 
 

 

 
例２.13  现有12个外形相同的硬币。知道其中有一个重量不

同的假币，但不知它是比真币轻，还是比真币重。现用一无

砝码天平对这些硬币进行称重来鉴别假币，无砝码天平的称

重有3种结果：平衡，左倾、右倾。问至少称几次才能鉴别出

假币并判断出其是轻还是重？
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§2.3.2 熵的基本性质

           

 
 

 

 

解：●根据熵的可加性，一个复合事件的不确定性可

以通过多次实验分步解除，各次试验所得信息量的总和应该

不小于随机变量集合的熵。如果使每次实验所获得的信息量

最大，那么所需要的总实验次数就最少。

●用无砝码天平一次称重实验所得到的最大信息量为log3，k

次称重所得的最大信息量为klog3。设每一个硬币是假币的概

率都相同，那么从12个硬币中鉴别其中一个重量不同（不知

是否轻或重）的假币所需信息量为log24。而

2log3=log9<log24<log27=3log3。所以理论上至少3次称重才

能鉴别出假币并判断其轻或重。
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§2.3.2 熵的基本性质

           

 
 

 

 

 6．极值性

            (离散最大熵定理)  对于有限离散随机变量，

当符号集中的符号等概率发生时，熵达到最大值。

 证：设随机变量有n个符号，概率分布为         为等概率

分布，即         。根据散度不等式有

                                              （2.37）

即           ，仅当    等概率分布时等号成立。

注：离散最大熵定理仅适用于有限离散随机变量，对于无限

可数符号集，只有附加其他约束才有可能求得最大熵。

nXH log)( 

定理2.5

0log)(

)/1log()()(log)(
)(
)(log)()//(



  
nXH

nxPxPxP
xQ
xPxPQPD

x
x x

　　　　　　　　　　　　　

)();( xQxP
nxQ /1)( 

)(xP
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§2.3.2 熵的基本性质

           

 
 

 

 

 

 7．上凸性

                     是概率矢量  的严格的上凸函数。

    这就是说，若            ，那么                

其中      均为n维概率矢量，      。该性质可用凸函

数性质（1）来证明（提示：先证明       是严格上凸的，

见习题2.14)。

1 2( ) ( , , , )nH H p p pp  p

(1 )   1 2p p p ( ) ( ) (1 ) ( )H H H   1 2p p p

, ,1 2p p p 0 1 

logi ip p
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§2.3.2 熵的基本性质

           

 
 

 

 

 

 
 8．一一对应变换下的不变性
离散随机变量的变换包含两种含义，一是符号集中符号
到符号的映射，二是符号序列到序列的变换。首先研究
第一种情况。设两随机变量X、Y，符号集分别为A、B，
其中Y是X的映射，可以表示为             。因此有

                                        （2.38）
1 ( )

( | )
0 ( )

y f x
p y x

y f x


  

)(, xfxBA 

84



§2.3.2 熵的基本性质

           

 
 

 

 

 

 所以          ；                     ，而另一方面

                     ，所以，       ，仅当   是一一对

应映射时等号成立，此时         。应用类似的论证也可推

广到多维随机矢量情况，因此得到如下定理。

定理2.6  离散随机变量（或矢量）经符号映射后的熵不大于

原来的熵，仅当一一对应映射时熵不变。

( | ) 0H Y X  ( ) ( ) ( | ) ( )H XY H X H Y X H X  

( ) ( ) ( | ) ( )H XY H Y H X Y H Y  

( ) ( )H X H Y

f( | ) 0H X Y 
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§2.3.2 熵的基本性质

           

 
 

 

 

 

例２.14   设二维随机矢量XY，其中X、Y为独立同分布

随机变量，符号集为A={0，1，2}，对应的概率为{1/3，

1/3，1/3}，做变换       ，       ，得到二维随机矢

量UV；求                。 

u x y  v x y 

( ), ( ), ( )H U H V H UV
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§2.3.2 熵的基本性质

           

 
 

 

 

 解 很明显，   都是   的函数，并且在     给定

条件下    独立，所以，

上式表明    是     与    的卷积，可用图解法计算，得U

的符号集为{-2，-1，0，1，2}，概率分布为

(1/9,2/9,1/3,2/9,1/9)，所以

                                  

同理可得                    

因为变换是一一对应的，所以

                                        

因为                ，因此    不独立（条件独立）。

,u v ,x y ,x y
,u v

, , ,
( ) ( ) ( ) ( | ) ( ) ( ) | ( ) ( )u x y X Yx y x y x y x
p u p xyu p xy p u xy p x p y p x p u x        

( )p u ( )p x ( )p y

( ) ( ) ( )H UV H U H V  ,u v

符号　比特 /1972.2)9/1,9/2,3/1,9/2,9/1()(  HUH
符号　比特 /1972.2)()(  UHVH

个符号　比特 2/1699.33log2)()()()(  YHXHXYHUVH
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§2.3.2 熵的基本性质

           

 
 

 

 

 

下面研究第二种情况。设随机变量X构成的长度为N的序

列变换到随机变量Y构成的长度为M的序列，称为由   到 

   的变换，记为        。其中最有意义的是一一对应

的变换，此时有                   。由此可以推出

其中，     为变换前N维联合熵，     为变换后M维联合

熵。

NX
MY N MX Y

( | ) ( | ) 0N M M NH X Y H Y X 

( ) ( )N MH X H Y

( )NH X ( )MH Y

（2.39）
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§2.3.2 熵的基本性质

           

 
 

 

 

 

         离散随机序列经一一对应变换后，序列的熵      

不变，但单符号熵可能改变。

实际上，经过这种一一对应变换后，有两种极端情况：

（1）  的一个符号用   的多个符号表示，例如信源

编码器；

（2）  的多个符号表示   的一个符号，例如第3章的

扩展源。

X Y

X Y

定理2.7
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§2.3.3 熵函数的唯一性

           

 
 

 

 

 

可以证明，如果要求熵函数满足以下条件：

（1）是概率的连续函数；

（2）当各事件等概率时是n（信源符号数）的增函数；

（3）可加性；

那么，熵函数的表示是唯一的，即与(2.10)的表示形式

仅差一个常数因子。

90



§2.3.4 有根概率树与熵的计算

           

 
 

 

 

 

●在有根树中，从根节点延伸的分支端点构成1阶节点；从1

阶节点延伸的分支端点构成2阶节点；……最后到末端节点，

称作树叶，树叶不再继续延伸。

●树上的每一个i阶节点是其延伸产生的i+1阶节点的父节点，

而这些i+1阶节点又是产生它们的i阶节点的子节点。

●从根节点开始到叶节点终止，每个节点分配相应的概率，

此树称有根概率树。
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§2.3.4 有根概率树与熵的计算

           

 
 

 

 

 
●其中根节点的概率为1；每个父节点（设为u）的概率p(u)

是其所有子节点（设为  ）概率p(  )的和，即         ，

对应分支p(     ) 的概率为子节点概率除以父节点概率所

得的商，即             。

●每个节点的所有分支概率的和为1，利用这些分支概率计

算得到的熵称为该节点的分支熵。

●除叶节点外，每个内部节点与其向后延伸的所有分支和节

点构成一棵子树，这个内部节点作为子树的根。

)()(  i ivpup

( | ) ( ) / ( )i ip v u p v p u

iv iv

ivu 
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§2.3.4 有根概率树与熵的计算

        

 
 

 

 

 
●设随机变量包含n个符号，各符号的概率分为          。

如果用有根概率树描述该随机变量，那么树叶的数目等于n，

树叶对应的概率就是符号的概率。

●有根概率树可按如下方法构造：将这些树叶任意分组，

各组分别合并形成各自的父节点；形成的所有父节点既可

以继续分组、合并，也可与未合并的树叶继续分组、合并，

形成阶数更低的父节点；……最后合并成一个节点，就是

树根。

●可见同一个随机变量可以有多种结构的有根概率树。

nppp ,...,, 21
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§2.3.4 有根概率树与熵的计算

        

 
 

 

 在有根概率树中，从树叶到树根所经过的分支数目称为该叶

到树根的距离，也称叶的深度。树叶的平均深度定义为：

                                           

其中，  为树叶的概率，  为树叶的深度，M为树叶的数目。

图2.2中有根概率树叶的平均深度为                    。 

1

M
i ii

l p l




ip il

(1/ 2) 1 (1/ 3) 2 (1/ 6) 2 1.5l       

（2.40）
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§2.3.4 有根概率树与熵的计算

        

 
 

 

  设有根树有n片树叶，概率分别为          ，定义有根树叶

的熵为

                                             （2.34)

很明显，如果树叶与随机变量所取符号一一对应，那么树叶

的熵就等于随机变量的熵。图2.2中有根概率树的叶熵为

                         比特/符号。

nppp ,...,, 21

1
logn

leaf k kk
H p p


 

(1/ 2,1/ 3,1/ 6) 1.4591H H 
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§2.3.4 有根概率树与熵的计算

        

 
 

 

  
 设有根树的某节点m的子节点的概率分别为            

定义该节点的分支熵为

                                      

其中              ，r为节点m的子节点数。很明显，叶

节点没有分支熵。

mrmm ppp ,...,, 21

1
( | ) log( | )r

m mj m mj mj
H p p p p


 

mrmmm pppp ,...,21 

（2.42）
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§2.3.4 有根概率树与熵的计算

        

 
 

 

  
 
        （路径长引理） 在一棵有根概率树中，叶的平均

深度等于除叶之外所有节点（包括根）概率的和。也就是说，

如果有根概率树所有内部节点的概率分别为         ，               

那么叶节点平均深度为

                                            （2.43）

Mqqq ,...,, 21

1

M
jj

l q




定理2.7
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§2.3.4 有根概率树与熵的计算

        

 
 

 

  
 

       （叶熵定理）离散随机变量的熵等于所对应的有根

概率树上所有内部节点(包括根节点，不包括叶)的分支熵用

该节点概率加权的和，即

其中，   为节点   的概率，   为节点  的分支熵。

 i ii uHuqXH )()()(

)( iuq
iu )(H iu iu

（2.44）

定理2.8
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§2.3.4 有根概率树与熵的计算

        

 
 

 

  
 

例 2.15  离散随机变量符号集             ，概率为
                    所对应的有根概率树如图所示，
计算树叶的平均深度和该随机变量的熵。

解  概率树叶的平均深度：         ， 
随机变量的熵：

1 2 3 4{ , , , }A a a a a
{1 , (1 ),p p p  2 3(1 ), }p p p

21l p p  
2 2( ) ( ) ( ) (1 ) ( )H H p pH p p H p p p H p     
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§2.3.4 有根概率树与熵的计算

        

 
 

 

  
 

例2.16  利用熵的可加性或有根概率树，计算
                          。

解法1：将两个1/6概率合并成一个概率，再将三个概
率合并，形成树根，有
                                      比特/符号

解法2：将两个1/3概率分解为两个1/6概率的和，形成
扩展树，有
得                     

(1 / 3,1 / 3,1 / 6,1 / 6)H

(1 / 3,1 / 3,1 / 6,1 / 6) (1 / 3,1 / 3,1 / 3) 1 / 3 1.918H H  

2 2log 6 (1 / 3,1 / 3,1 / 6,1 / 6) (2 / 3) log 2H 
符号　比特 /918.1)6/1,6/1,3/1,3/1( H
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§2.3.4 有根概率树与熵的计算

        

 
 

 

  
 
例2.17  一离散随机变量有9个符号，概率分别为       ，
其中                                     ；计算此离
散随机变量的熵。

 解：因为          ，            ，根据熵的可加性，
所求熵为

9,...,1, ipi
2

9
2 ,2/)1()8,...,5(,4/)1()4,...1(   pipipi

4 2
1

(1 )ii
p 


 

6 8

5 7
(1 )ii i

p  
 

   

2 2 2
1 2 9

2 2 2

2

( , , , ) ((1 ) , (1 ), (1 ), ) (1 ) (1/ 4,1/ 4,1/ 4,1/ 4) (1 ) (1/ 2,1/ 2)

(1 ) (1/ 2,1/ 2) ((1 ) , (1 ), (1 ), ) (1 ) log4 2 (1 )log2
(1 , ) (1 ) (1 , ) (1 , ) 2(1 ) log2 2 (1

H p p p H H H

H H
H H H

        

          

         

       

         

          



)log2

2[ ( ) (1 ) log 2]H    
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§2.4.1 平均互信息的定义

        

 
 

 

  
1.离散随机变量与事件之间的互信息

离散随机变量X与Y的某一取值y之间的互信息定义为：

(2.45)表示由y提供的关于X的信息量（注意：用条件概率

平均）。


x xp

yxpyxpyXI
)(

)|(log)|();( （2.45）
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§2.4.1 平均互信息的定义

        

 
   

                                          （2.46）

仅当y与所有x 独立时，等式成立。

证：根据散度的定义与散度不等式，有                  

仅当对所有x，           时，等式成立。

类似地，也可证明        。

 

( ; ) 0I X y 

( ) ( | )p x p x y

( ; ) 0I x Y 

定理2.9

0))(//)|(();(  xpyxpDyXI
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§2.4.1 平均互信息的定义

        

 
 

 

 2.平均互信息
离散随机变量X、Y之间的平均互信息定义为：

                                            （2.47）,

,

( | )( ; ) ( ) ( ; ) ( ) ( | ) log
( )

( | )             ( ) ( | ) log
( ) ( | )

             log

x x y

x y x

ij
i ij

i j i iji

p y xI X Y p x I Y x p x p y x
p y

p y xp x p y x
p x p y x

p
p p

p p
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§2.4.1 平均互信息的定义

        

 
 

 

 
    平均互信息I(X；Y）其实就是互信息I(x；y)在概率空
间XY中求统计平均的结果，是从整体上表示一个随机变量Y
所提供的关于另一个随机变量X的信息量。平均互信息的单
位为：比特（奈特）/符号或比特（奈特）。

平均互信息的概念可扩展到随机矢量之间。随机矢量    
之间的平均互信息定义为
                               

其中                       。很明显，当M=N=1时，式
(2.48)归结为(2.47)。

                                            

MN YX ,

( ; ) ( ) ( | logN M pI p p
p

 
x y

(y | x)X Y x y x)
(y)

),...,,(),,...,,( 2121 MN yyyyxxxx 

（2.48）
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§2.4.1 平均互信息的定义

        

 
   

3.平均互信息与熵的关系
          对于离散随机变量X、Y，下面的关系式成立：   

                                            

由(2.49)式我们可以进一步理解平均互信息的物理意义。
在通信系统中，X为信道输入；Y为信道输出；H(X)表示X
的不确定性，而H(X|Y)表示接收到Y后关于X的不确定性，
平均互信息为二者之差，表示关于X的不确定性的变化，也
就是通过Y所获得关于X的信息量。

( ; ) ( ) ( | )I X Y H X H X Y 

( ; ) ( ) ( | )I X Y H Y H Y X 

( ; ) ( ) ( ) ( )I X Y H X H Y H XY  

（2.49）

（2.50）

（2.51）

定理2.10
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§2.4.1 平均互信息的定义

        

 
   4. 香农信息度量与集合运算的关系

上面所介绍的信息熵、条件熵以及平
均互信息等统称为香农信息度量，这
种度量与集合论中的运算有一一对应
的关系。对于两随机变量X、Y，这
种对应关系可由图所示的信息图来解
释。图中的映射关系为：
H(X)→X，H(Y)→Y，
H(XY)→X∪Y，I(X；Y)→X∩Y，
H(X|Y)→X∩  ，H(Y|X)→Y∩  。

I(X;Y) H(Y|X)H(X|Y)

H(Y)H(X)

  H(XY)

CY CX
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§2.4.1 平均互信息的定义

        

 
   例2.18 对某城市进行交通忙闲的调查，并把天气分成晴雨两种状态，气

温分成冷暖两种状态。调查结果得到的各数据联合出现相对频率如表所示，

若把这些频度看作概率测度，求:

   （1)  忙闲的无条件熵；

   （2)  天气状态和气温状态同时已知时忙闲的条件熵；

   （3）从天气状态和气温状态同时获得的关于忙闲的信息量。

忙 闲

晴 雨 晴 雨

冷 暖 冷 暖 冷 暖 冷 暖

12 8 27 16 8 13 4 12
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§2.4.1 平均互信息的定义

        

 
  

解  令 X={忙，闲}={0,1}, Y={晴，雨}={0,1}, Z={冷，
暖}={0,1}，则有下面的联合分布：

 (1)                     
 (2)
                                         
 (3)                                       

 YZ

P(xyz) 00 01 10 11

X

0 0.12 0.08 0.27 0.16

1 0.08 0.13 0.04 0.12

 Pyz(00)=0.2 Pyz (01)= 0.21 Pyz (10)=0.31 Pyz (11)=0.28 

                                                      XY
 P(xyz)   00   01   10   11

X
0 0.12 0.08 0.27 0.16
1 0.08 0.13 0.04 0.12

    (00)=0.2     (01)=0.21    (10)=0.31    (11)=0.28

符号　比特 /951.0)37.0,63.0()X(  HH
( | ) H( ) ( ) (.12,.08,.27,.16,.08,.13,.04,.12)H X YZ XYZ H YZ H  

符号　　比特 /108.0843.0951.0)/()();(  YZXHXHYZXI

yzp yzp yzp yzp

符号　比特 /843.0976.1819.2)28,.31,.21,.2(. H
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§2.4.2 平均互信息的性质

        

 
  

   

1. 非负性 

仅当X，Y 独立时，等式成立。

证   根据(2.46)式         ，其平均值也大于或等于0。
实际上，                             , 其中，    为
XY的联合概率分布，       为X和Y概率的乘积。 

( ; ) 0I X Y  （2.52）

定理2.11

0))()(//)(();(  ypxpxypDYXI
0);( yXI

)(xyp
)()( ypxp

110



§2.4.2 平均互信息的性质

        

 
  

   

2.对称性

3.凸函数性

                     为概率分布    的上凸函数。

               对于固定的概率分布     ，     为条件

概率       的下凸函数。 

( ; ) ( ; )I X Y I Y X

( ; )I X Y ( )p x

( )p x );( YXI

)|( xyp

(2.53)

定理2.12

定理2.13
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§2.4.2 平均互信息的性质

        

 
  

   

例2.19   已知二元随机变量X、Y，输出符号均为{0,1},
                 ，条件概率                         , 
求      ，并讨论其凸函数性。

 解:根据题意，有
    
   所以 

故得                 ,
因此                 

(0)Xp    ，(0 1) | |(0 | 0) (1 |1) 1 , (0 1)Y X Y Xp p p p    

( ; )I X Y

| |(1 | 0) (0 |1)Y X Y Xp p p 

    1
(0) (1) 1

1Y Y

p p
p p

p p
 

 
    

 2 1 2p p p p        

)2()( ppHYH   ( | ) ( ) (1 ) ( ) ( )H Y X H p H p H p    
( ; ) ( 2 ) ( )I X Y H p p H p    
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§2.4.2 平均互信息的性质

        

 
  

   

根据定理2.12 可知，       是    的上凸函数，选择若干
  值所做的       的曲线如图所示。当      时，
         ；当      有如下结论：                 

( ; )I X Y 
p ( ; )I X Y 2/1p

( ; ) 0I X Y  1/ 2p 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

w
I(
X
;Y
)

（1）因              ，所以p和1-p
对应的是同一条曲线；
（2）因               ，所以曲线
关于     对称；
（3）当              时，有 
               ，所以当      时，
                ，达到极大值，当
      或1时，     取最小值0。

( , ) ( ,1 )I p I p  

( , ) (1 , )I p I p  
1/ 2 

2 1/ 2p p   
02/1(21  ））（ p 1/ 2 

( ; ) log 2 ( )I X Y H p 
0  ( ; )I X Y
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§2.4.2 平均互信息的性质

        

 
  

   

根据定理2.13 可知，      是p的下凸函数，选择若干   值
所做的       的曲线如图所示。当    或1时       ；当
    或1时有如下结论：                 

( ; )I X Y 
( ; )I X Y 0  ( ; ) 0I X Y 

0 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

p

I(
X
;Y
)

（1）因               ，所以   和
        对应的是同一条曲线；
（2）因               ，所以曲线关
于       对称；
（3）当     或1时，          或
       达到最大值，当      时， 
      取最小值0。

( , ) (1 , )I p I p   
1 

( , ) ( ,1 )I p I p  

1/ 2p 
0p  ( ; ) ( )I X Y H 

(1 )H  2/1p

( ; )I X Y
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§2.4.2 平均互信息的性质

        

 
  

为更好理解本题       的凸函数性，将二元函数 
      的图形示于图。将    视为函数的两个坐标
轴，凸函数性描述函数在不同坐标轴上所表现的性
质，这些表现有时可能有很大的差别。

( ; )I X Y

( , )I p , p

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x
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§2.4.2 平均互信息的性质

       

 4．极值性   
    

                                      （2.56）

                                      （2.57）

平均互信息的极值性说明从一个事件提取关于另一个
事件的信息量，至多是另一个事件的熵，不会超过另
一个事件自身所含的信息量。
                        

( ; ) ( )I X Y H X

( ; ) ( )I X Y H Y

定理2.14
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§2.4.3 平均条件互信息

       

 
                         设联合集XYZ，在Z 条件下，X与Y之间的平均互信息定

义为条件互信息       的平均值，即

由于                   
                                        （2.59）

同理可得                                （2.60）
对 (2.59)，(2.60)两边求平均，得

                                        （2.61）

( ; | )I x y z

( ) ( )

( | )( ; | ) [ ( ; | )] {log }
( | )p xyz p xyz

p x yzI X Y Z E I x y z E
p x z

 
, ,

( | )( ) log
( | )x y z

p x yzp xyz
p x z

 

);()|;(             
)(

)|(
)|(
)|(log

)(
)|(log);(

zxIzyxI
xp
zxp

zxp
yzxp

xp
yzxpyzxI





);()|;( );( yxIyzxIyzxI 

);()|;(              
);()|;();(

ZXIZYXI
YXIYZXIYZXI
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§2.4.3 平均条件互信息

       

 
                                    平均条件互信息是非负的，即

仅当           时，等式成立。

证：

仅当             时，等式成立。

0)|;( ZYXI
)|()|( yzxpzxp 









zyx

zyx

yzpzxp
xyzpxyzp

zxp
yzxpxyzpZYXI

,,

,,

)()|(
)(log)(                 

)|(
)|(log)()|;(

( / ) ( / )p x z p x yz

（2.62）

定理2.15

0))()|(//)((  yzpzxpxyzpD
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§2.4.3 平均条件互信息

       

 
                         

                                            （2.63）                                        

仅当            时，等式成立

仅当            时，等式成立。

证：由(2.61) 和(2.62)， 可得 (2.63)式。将Y、Z的位置

互换可得(2.64)。
                                                

( ; ) ( ; )I X YZ I X Z

)|()|( yzxpzxp 

( ; ) ( ; )I X YZ I X Y

)|()|( yzxpyxp 

（2.64）

定理2.16
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§2.4.3 平均条件互信息

       

                                                        
设Y、Z为独立随机变量，其中Y取n个符号,Z取k个符号，

则YZ含nk个符号。Z可看成YZ中某些符号的合并处理，由

nk个符号合并成k个符号。因此：

   （1）YZ中的符号进行合并处理后，使其获得的关于X 

的信息量减少；

   （2）如果YZ在二维空间取值，则Z的取值空间是对YZ
取值空间的合并，而YZ取值空间是对Z或Y取值空间的细化。

   （3）通过对Z或Y取值空间的细化，可使其获得的关于

X的信息量增加。
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§2.4.3 平均条件互信息

       

                                                                 （平均互信息的链原则）

                                           （2.65）

证

上述证明利用了熵的可加性，(2.65)称做平均互信息的链原则。

)...|;();...( 121
1

21 

 i

n

i
in XXXYXIYXXXI

)|...()...();...( 212121 YXXXHXXXHYXXXI nnn 

)...|()...|( 11
1

11
1

YXXXHXXXH i

n

i
ii

n

i
i 





 

)...|;( 121
1



 i

n

i
i XXXYXI

定理2.15
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§2.4.3 平均条件互信息

   

                                                        例2.20 设信源X的符号集为{0，1，2}，其概率分布为
        ，    ，每信源符号通过两个信道同时传输，输
出分别为Y，Z，两信道转移概率如图所示；求

（1）H(Y)，H(Z)；                        
（2）H(XY)，H(XZ)，H(YZ)，H(XYZ)；      
（3）I(X;Y)，I(X;Z), I(Y;Z)；                
（4）I(X;Y|Z)，I(X;YZ)。

0 1 1/ 4P P  2 1/ 2P 

X Y
0

1

2

0

1

1
2

1
2

1

1

X Z
0

1

2

0

1

1

1

1
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§2.4.3 平均条件互信息

   

 
                               
解：设y、z的符号集均为{0，1}，yz符号集为{00，01，10，
11}，由已知条件得
      
      条件概率矩阵：        ，   条件概率矩阵：

和                  
 因为在x给定条件下y、z独立，即                  ，故有
             
       条件概率矩阵：

1 0
1/ 2 1/ 2

0 1

 
 
 
 
 

X Y  X Z

1 0
1 0
0 1

 
 
 
 
 

)|()|()|( xzpxypxyzp 

X YZ
1 0 0 0

1/ 2 0 1/ 2 0
0 0 0 1

 
 
 
 
 

符号　比特 /)2/1,4/1,4/1()( HXH 
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§2.4.3 平均条件互信息

                                                        

（1） 由                                ，得

         H(Y) = H(3/8,5/8) = 0.955比特/符号
      
      由                               ，得 
                                 
         H(Z) = H(1/2) = 1比特/符号

 
1 0

1 1 1 3 5( 0) ( 1) 1/ 2 1/ 2
4 4 2 8 8

0 1
p y p y

 
                

 

 
1 0

1 1 1 1 1( 0) ( 1) 1 0
4 4 2 2 2

0 1
p z p z
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§2.4.3 平均条件互信息

                                                       （2）由                                    ，得
                                     比特/2个符号
     由                              ，得
                                 比特/2个符号
     由
       
                                  ，得

                             比特/2个符号
     由                                      ，得
                                       比特/3个符号

( | ) (1/ 4) (1) (1/ 4) (1/ 2) (1/ 2) (1)] 0.25H Y X H H H   
( ) ( ) ( | ) 1.5 0.25 1.75H XY H X H Y X    

( | ) (1/ 4) (1) (1/ 4) (1) (1/ 2) (1)] 0H Z X H H H   
( ) ( ) ( | ) 1.5 0 1.5H XZ H X H Z X    
 ( 00) ( 01) ( 10) ( 11)p yz p yz p yz p yz   

1 0 0 0
1 1 1 3 1 11/ 2 0 1/ 2 0 0
4 4 2 8 8 2

0 0 0 1

 
              

 

( ) (3 / 8,1 / 8,1 / 2) 1.406H YZ H 
( | ) (1/ 4) (1) (1/ 4) (1/ 2) (1/ 2) (1)] 0.25H YZ X H H H   

( ) ( ) ( | ) 1.5 0.25 1.75H XYZ H X H YZ X    
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§2.4.3 平均条件互信息

                         （3）                                        比特  

                                        比特/符号

                                          比特

（4）   

                                 比特/符号

                                       

( ; ) ( ) ( ) ( ) 1.5 0.955 1.75 0.705I X Y H X H Y H XY      

( ; ) ( ) ( ) ( ) 1.5 1 1.5 1I X Z H X H Z H XZ      

( ; ) ( ) ( ) ( ) 0.955 1 1.406 0.549I Y Z H Y H Z H YZ      

( ; | ) ( | ) ( | ) ( ) ( ) ( ) ( )I X Y Z H X Z H X YZ H XZ H Z H XYZ H YZ     

= 1.5 1 1.75 1.406 0.156   

　比特156.1156.01)|;();();(  ZYXIZXIYZXI
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本章小结

1．自信息、联合自信息与条件自信息

自信息                                  

联合自信息                

条件自信息                

2．信息熵、联合熵、条件熵与相对熵

信息熵           

联合熵                           

条件熵                 

多维条件熵           

相对熵（信息散度）                           

( ) log ( )I x p x 

( | ) log ( | )I y x p y x 

)...(log)( 21 NxxxpxI 

( )( ) [ log ( )] ( ) log ( )p x x
H X E p x p x p x   

)](log[)...()(H )(21 xpEXXXHX xpN
N 

( )( | ) [ log ( | )]p yH Y X E p y x x

( , )( | ) [log ( | )]M N
pH E p x yY X y x

)]}(/)({log[)//( )( xQxpEQPD xyp
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本章小结

3．互信息与条件互信息

互信息                     

条件互信息                

平均互信息                 

矢量平均互信息          

  条件平均互信息           

( ; ) log[ ( | ) / ( )]I x y p y x p y

( ; | ) log[ ( | ) / ( | )]I x y z p y xz p y z

( )( ; ) [log( ( | ) / ( ))]p xyI X Y E p y x p y

( , )( ; ) [log( ( ) / ( ))]N M
pI E p p x yX Y y | x y

( )( ; | ) [log( ( | ) / ( | ))]p xyzI X Y Z E p y xz p y z
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本章小结

4．上凸函数的性质（Jensen不等式）

                                                

5.  离散熵的重要性质：①非负性，②不增原理，③可加性，

    ④极值性，⑤可逆变换下熵的不变性

6．平均互信息重要性质：①非负性，②凸函数性，③极值性

7．有根概率树的性质与熵的计算

( ) [ ( )]f E E fx x
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