
第3章

离散信源

信息论基础
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本章主要内容

3.1离散信源的分类与数学模型
3.1.1 离散信源的分类

3.1.2 离散无记忆信源数学模型

3.1.3 离散有记忆信源数学模型

3.1.4 离散平稳信源数学模型

3.2 离散无记忆信源的扩展

3.2.1 等长消息扩展

3.2.2 变长消息扩展
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本章主要内容

3.3 离散平稳信源的熵

3.3.1  单符号信源的熵

3.3.2  等长无记忆扩展源的熵

3.3.3  变长无记忆扩展源的熵

3.3.4  平稳有记忆信源的熵

3.4 有限状态马尔可夫链

3.4.1马氏链的基本概念

3.4.2 齐次马氏链

3.4.3 马氏链状态分类

3.4.4 马氏链的平稳分布
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本章主要内容

3.5 马尔可夫信源

3.5.1 马氏源的基本概念

3.5.2 马氏源的产生模型

3.5.3 马氏链N次扩展源熵的计算

3.5.4 马氏源符号熵的计算

3.6 信源的相关性与剩余度

3.6.1 信源的相关性

3.6.2 信源的剩余度

3.6.3 文本信源
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3.1 离散信源的分类与数学模型

3.1.1 离散信源的分类

3.1.2 离散信源的数学模型
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3.1.1 离散信源的分类

•6

根据信源符号取值：连续/离散

根据输入符号间的依赖关系：无记忆/有记忆无记忆/有记忆

根据符号集的取值范围：有限/无限

根据信源统计特性：平稳/非平稳



3.1.2 离散无记忆信源的数学模型
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单符号离散无记忆信源的数学模型
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●A={a1，…，an} →信源的符号集

●n →符号集的大小

●ai →随机变量的取值

●p(ai) → X= ai的概率



单符号离散无记忆信源

解：信源的模型
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例3.1  
一个二元无记忆信源，符号集 A={0,1}, p为X=0

的概率,q为X=1的概率，q=1-p；写出信源的模型。
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3.1.2 离散无记忆信源的数学模型
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多维离散无记忆信源数学模型:
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的符号集



3.1.2 离散无记忆信源的数学模型

• 10

因为信源是无记忆的，所以：
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可见，多维离散无记忆信源模型总可以通过单符

号离散信源模型得到。也可以说，离散无记忆信

源模型可以用多个单符号离散信源模型来描述。



3.1.3 离散有记忆信源的数学模型
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离散马尔可夫信源

●马氏链是随机过程，因此可看成信源，即马尔可夫

信源；这种信源是有记忆信源。

●有限记忆的系统可以用有限状态机来描述。在有限

状态机中，既包含状态之间的转移关系，也包含输出

与状态之间的关系。

●可以从有限状态机的概念出发定义马尔可夫信源。



• 12

3.1.4 离散平稳信源数学模型

 信源X具有有限符号集

 信源产生随机序列

 对所有 有

},,,{ 21 naaaA 

 ,2,1,i

Xxjjhii iNN 及,,,,,,, 11 

),,,(),,,(
22112211 NNNN jhijhijhijijiji axaxaxpaxaxaxp   

}{ ix

则称信源为离散平稳信源，所产生的序列为平稳序列。
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3.1.4 离散平稳信源数学模型

平稳序列的统计特性与时间的推移无关

),,,(),,,(
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),,(),,( 11 NjjjNiii xxxpxxxp   
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3.1.4 离散平稳信源数学模型

例3.2

一平稳信源X的符号集A={0，1}，产生随机序列{xn},

其中P(x1=0)=p, 求P(xn=1)（n >1）的概率。

解：

平稳性 pxP n  )0(

pxP n  1)1(
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3.1.4 离散平稳信源数学模型

例3.2续

对同一信源，若P(x1=0，x2=1)=b，求P(x4=1/x3=0)。

解：

平稳性 bxxPxxP  )1,0()1,0( 2143

pbxPxxPxxP /)0(/)1,0()0/1( 34334 

pbxPxxPxxP /)0(/)1,0()0/1( 12112 而



3.2 离散无记忆信源的扩展

3.2.1 等长消息扩展

3.2.2 变长消息扩展

16



3.2.1 等长消息扩展

▲ 信源X的N次扩展源 ：设信源为X，由X构成的N维

随机矢量集合

▲ 信源与其扩展源的关系：

)(,,,,21 同分布与XXXXXX iN

N 

N

N XXXX ,,,21X
N个连续输出的符号合并
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3.2.1 等长消息扩展

解：
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2

符号集

二次扩展源 XXX 

:2的模型X

① 二元信源X的符号集为 {0,1}

② :2各符号的概率为X

求 例3.1 中信源的二次扩展模型。例3.3
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3.2.2 变长消息扩展

构造消息图
设离散无记忆信源X，符号集为A，n=|A|

分裂终止时每片树叶表示的是从根节点到该叶路径
上的信源消息，叶的概率就是消息的概率，叶的阶
数就是消息长度。
如果消息构成满树，消息概率也满足归一化条件，
这时消息集中的消息可视为某个信源的输出。这个
信源称为信源X的变长扩展源 19



3.2.2 变长消息扩展

如果消息树是全树

就对应着信源的等长扩展。所以等长扩展可以视为
变长扩展的特例。
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3.2.2 变长消息扩展

什么消息集可以作为某信源的扩展？

适定消息集概率满足归一化条件 完备消息集

异前置

(0)p p (10) (1 )p p p  2(11) (1 )p p 

设例3.1中信源的消息集为A*={0,10,11}，求以此
消息集进行变长扩展的信源符号的概率。
解 消息集A*中各个符号概率为

很明显，上面消息的概率满足归一化条件，
并且是适定消息集。

例3.4
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平稳有记忆信源的熵

无记忆信源的熵

3.3 离散平稳信源的熵
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3.3.1 单符号信源的熵
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（1）具有熵的一切性质

（2）对p的导函数为

（3）p=0.5时,H(p)达到最大值1bit

（4）H(p)是p的上凸函数



离散无记忆信源X的N次扩展源的熵等于信

源X熵的N倍，即

3.3.2等长无记忆扩展源的熵

)()(
1





n

i

i

N XHXH

证明：

熵的可加性

① 无记忆信源

② 互相独立且分布相同iX

)(XNH

24

)()( XNHXH N 



•Page 25

例3.6  

给定离散无记忆信源模型：

求其二次扩展源熵。

3.3.2等长无记忆扩展源的熵
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3 /bit 扩展符号



3.3.3变长无记忆扩展源的熵

离散无记忆信源的变长扩展
源X*的熵为消息平均长度 与
信源熵的乘积，即

*( ) ( ) ( )H X E L H X

等长扩展变长扩展

特例
*( ) ( ) ( )H X E L H X )()( XHNXH N 

特例
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3.3.3变长无记忆扩展源的熵

例3.7

有一个二元无记忆信源X，发“ 0 ”的概率为p，
对信源符号按下表进行分组得到一个新信源，符
号集为Sn={s1,s2,s3,…,sm+1}，信源符号分组与
信息信源符号的对应关系如下表：

信源消息 1 01 001 …… 000…01

（m-1个“0”，

1个“1”）

000…0

（m个“0”）

新信源符

号

s1 s2 s3 …… sn sm+1

求新信源的熵Hn。
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3.3.3变长无记忆扩展源的熵

R
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消息的平均长度：
1( ) 1 (1 ) / (1 )m mE L p p p p      

新信源的熵Hn： ( ) ( ) ( )(1 ) / (1 )m

mH E L H p H p p p   
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3.3.4平稳有记忆信源的熵

。，XHNXH N 成立仅当无记忆信源时等式)()( 1

)(
1

)(
1

)( 1 N

N

N XXH
N

XH
N

XH 

根据平稳性和熵的不增原理

对于X的N次扩展源, 定义平均符号熵为
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信源X的极限符号熵：

)(
1

lim)(
1

lim)( 1 N
N

N

N
XXH

N
XH

N
XH 


 

简称：符号熵或熵率

3.3.4平稳有记忆信源的熵

30



对任意离散平稳信源，若

不随N而增加

不随N而增加

存在，且:

• 31

)(1 XH

)/( 11 NN XXXH 

)/()( 11  NNN XXXHXH 

)(XHN

)(XH )/(lim)( 11 


  NN
N

XXXHXH 

说明：有记忆信源的符号熵也可通过计算极限条件熵得到

3.3.4平稳有记忆信源的熵

定理3.2



（1） 不随N而增加

)/()/()/( 112111 NNNNNN XXXHXXXHXXXH   ＝

信源的平稳性

熵的不增原理
证明：

这说明对于平稳信源，条件越多，条件熵越不增加

3.3.4平稳有记忆信源的熵

32
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（2）
1 1( ) ( / )N N NH X H X X X 

只要证明N 个 的和不小于)(XHN
)/( 11 NN XXXHN 

)/(

)/()/()(

)()(
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11121
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XXXHXXHXH

XXHXNH







)/()( 11  NNN XXXHXH 

平均符号熵不小于条件熵

3.3.4平稳有记忆信源的熵
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（3） 不随N而增加( )NH X

)()()1(

)/()()1()(

1

111

XHXHN

XXXHXHNXHN

NN

NNNN







 

)()( 1 XHXH NN 

)(XNH N )/()( 1111   NNN XXXHXXH 由于



根据平均符号熵的定义和（2）的结果，有

平均符号熵不随序列的长度而增加

3.3.4平稳有记忆信源的熵
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（4） 存在，且 1 1( ) lim ( / )N N
N

H X H X X X 


( )H X

  )()()(0 11 XHXHXH NN 

)()(lim0 1 XHXH N
N




( )H X即 存在

( ) 1 1) ( ) ( )N j N N N jN j H X H X X X X   计 （算

通过以上证明可得，

)/()/()( 111111   jNjNNNN XXXHXXXHXXH 

3.3.4平稳有记忆信源的熵
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（4） 存在，且 1 1( ) lim ( / )N N
N

H X H X X X 


( )H X

1 1 1 1( / ) ( / )N j N j N NH X X X H X X X    

)/()1()()() 1111)(   NNNjN XXXHjXXHXHjN （

)/(
1

)(
1

)( 1111)( 






 NNNjN XXXH

jN

j
XXH

jN
XH 

利用(1)的结果与平稳性，有

3.3.4平稳有记忆信源的熵
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（4） 存在，且 1 1( ) lim ( / )N N
N

H X H X X X 


( )H X

先令 ，后令 ，得

另外，由（2）的结果，当 时,有

所以 证毕。

j N

)/(lim)( 11 


  NN
N

XXXHXH 

)/(lim)( 11 


 NN
N

XXXHXH ＝

N

)/(lim)( 11 


  NN
N

XXXHXH 

3.3.4平稳有记忆信源的熵
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定理3.3的注释

3.3.4平稳有记忆信源的熵

（1）信源熵率等于最小的平均符号熵；

（2）该定理提供了通过计算极限条件熵计算平稳信源

熵率的方法

（3）当信源记忆长度有限时，计算极限条件熵通常

要比计算极限平均符号熵容易得多。
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3.4 有限状态马尔科夫链

39

内容

●马氏链的基本概念

●齐次马氏链

●马氏链状态分类

●马氏链的平稳分布



▲ ：状态

▲ 构成的集合Ω：状态集合

定义

3.4.1 马氏链的基本概念

}0,{ nxn

1, ,n nx x 

▲ 随机变量 ：马氏链在n时刻的状态nx

J,,1 

J,,1 

40



●随机变量 对 的依赖只通过 实现；

●在 给定条件下， 与 无关；

●在 给定条件下， 与 是条件独立的；

●在 给定条件下， 与 是条件独

立的。

对于一阶马氏链，下述说法等价：

上述等价说法可以推广到多阶马氏链。

nx

41

3.4.1 马氏链的基本概念

1nx nx
2 3, ,n nx x 

1nx nx
2 3, ,n nx x 

n kx  nx
1 2, ,n k n kx x   

1nx
1, ,n nx x



3.4.1 马氏链的基本概念

42

●一阶马氏链的当前状态只与前一个状态有关

●m阶马氏链的当前状态只与前m个状态有关

●马氏链是时间离散，状态也离散的随机过程

●状态集合为有限集有限状态马氏链

●状态集合为无限集无穷状态马氏链



对于离散时刻n、l，相应的状态转移概率可表示为：

●表示从时刻n的i状态转移到时刻l 的j状态的概率
●l-n表示转移的步数
● 是经 步转移的概率

3.4.1 马氏链的基本概念

描述马氏链的最重要的参数：状态转移概率

( / ) ( , )  l n ijp s j s i p n l

43

( , )ijp n l ( )l n l n 



3.4.1 马氏链的基本概念

转移概率的主要性质

0 ( , ) 1, , ；  ijp n l i j

( , ) 1ij

j

p n l  ；

一步转移概率 1( , 1) ( / ) ( )ij n n ijp n n p x j x i p n    

,其中 为起始时刻 n i j

44



3.4.1 马氏链的基本概念

转移概率的主要性质

K步转移概率
( ) ( ) ( / )k

ij n k np n p x j x i  

0步转移概率









ji

ji
pij

0

1
)0(

45

系统在任何时刻必处于Ω中某一状态



添加标题添加标题

3.4.2  齐次马氏链（1）

若马氏链转移概率与起始时刻无关，即对任意n,有

则称为齐次马氏链。对齐次马氏链，仍然有

1( ) ( / )ij n n ijp n p x j x i p   

齐次马氏链K步转移概率也与起始时刻无关，写成
)(k

ijp

46

 
j

ijij pp 1,0



3.4.2  齐次马氏链（2）

47

表示方法

●转移概率矩阵

●网格图
每时刻的网格节点与马氏链的状态一一对应

●状态转移图
状态转移图与矩阵有一一对应关系

 

11 12 1

21 22 2

1 2

J

J

ij

J J JJ

p p p

p p p
p

p p p

 
 
  
 
 
 

P



3.4.2  齐次马氏链（3）

例3.8  一个矩阵，验证此矩阵对

应一个齐次马氏链的转移概率矩

阵并确定此马氏链的状态数

1/ 3 1/ 3 1/ 3

1/ 4 1/ 2 1/ 4

1/ 4 1/ 4 1/ 2

 
 


 
  

P

=1

=1

=1

解：

① 元素非负

② 状态数=3

每行和为1
齐次马氏链转移概率矩阵



3.4.2  齐次马氏链（4）

例3.8 续 画出此马氏链的网格图。

解：

1/3

1/3

1/3

1/31/4

1/4

1/4
1/4

1/4

1/2 1/2

1/2m m +1 m+2

s1

s2

s3

49



3.4.2  齐次马氏链（5）

例3.8 续 画出此马氏链的状态转移图

解：

1

32

1／ 3

1／ 4

1／ 3
1／ 4

1／ 4

1／ 4

1／ 3

1／ 2
1／ 2

50



3.4.2  齐次马氏链（6）

例3.8 续 求从状态3到状态2的2步转移概率

解：

S2

1/4

1/3

S2

S3 S3

S1

1/2

1/2

1/4

1/4
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解：

3.4.2  齐次马氏链（6）

1) 计算从m时刻从s3经m+1时刻某状态sk

到m+2时刻s2的转移概率

2) 对1）中计算的经m+1时刻的所有状态

sk（k=1,2,3）概率相加，得到所求

结果。计算得

下面分两步来计算:

3

1

4

1

2

1

2

1

4

1

3

1

4

1
}/{ 322  sxsxp mm
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Kolmogorov-Chapman方程(1)

53

由此例可以看出:

1、计算从状态i到状态j的2步转移概率可通过下式:

2 是 的第(i,j)个元素

3 是 的m次幂 的第(i,j)个元素

4


k

kjikij ppp )2(

)2(
ijp 2

P
)(m

ijp P m
P

( ) ( ) ( )m n m n m n m n

ij ik kj

k

p p p   P P P



Kolmogorov-Chapman方程(2)

( )

( ) ( )

( | ) ( , | )

( | ) ( | , )

( | ) ( | )

m n

ij m n l l m n l l m l

k

l m l m n l l l m

k

l m l m n l l m

k

m n

ik kj

k

p p x j x i p x j x k x i

p x k x i p x j x i x k

p x k x i p x j x k

p p



    

   

   

      

     

    











提供了计算多步转移概率的方法
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Kolmogorov-Chapman方程(3)

5) 设马氏链的初始状态概率分布为

其中J为状态数，经k步转移后的状态概率分

布为 ，则有:

( ) (0) ( )( ) ( ) ( )k T T k m T k m p p P p P

( ) ( ) ( ) ( )

1 2( , , , )k k k k T

Jp p pp

(0) (0) (0) (0)

1 2( , , , )T

Jp p pp

• 一个齐次马氏链，当初始状态概率分布给定后，可计算
转移后任何时刻的状态概率分布。

55



Kolmogorov-Chapman方程(4)

例3.9

设例3.8中马氏链的初始状态的概率分布为1/2、

1/4、1/4，分别求1步转移后和2步转移后的状态

的概率分布。

56



解：

Kolmogorov-Chapman方程(4)

 (1) (0)

1/ 3 1/ 3 1/ 3

1/ 2 1/ 4 1/ 4 1/ 4 1/ 2 1/ 4

1/ 4 1/ 4 1/ 2

 
 

   
 
 

p p P

 48/1748/1724/7

 (2) (0) 2

5 /18 13 / 36 13 / 36

1/ 2 1/ 4 1/ 4 13 / 48 19 / 48 1/ 3

13 / 48 1/ 3 19 / 48

 
 

   
 
 

p p P

 576/209576/209288/79

57



3.4.3 马氏链状态分类 (1)

▲ 若对某一k≥1，有 ，则称状态j

可由状态i到达，记为 i→j

( ) 0k
ij

p 

▲ 如果i→j ，且 j→i ，则称状态i与状态

j可互通，记为 i j

▲定义每个状态都与该状态本身互通，即互通

关系满足自反性

▲ 互通关系还满足对称性和传递性

58



常返态
如果状态i是经过有限步后迟早要返回的

状态；

过渡态
不是常返态。即存在某状态j经过若干步

以后总能达到某一其它状态，但不能从其

它状态返回。

在一个常返类中， 表示从状态i出发经过k步首次

返回到i状态的概率。设 为正整数集

的最大公约数。若 ，则称为周期的，若 ，

则称为非周期的或称为遍历的。

3.4.3 马氏链状态分类 (2)

( ) 0k

iip 

id ( ){ : 1, 0}k

iik k p 

1id 1id 



例3.10

3.4.3 马氏链状态分类 (3)

按互通性将状态分成若干类（子集）

8

109

7

6

4

5

3 2

1



解：

3.4.3 马氏链状态分类 (4)

1
{1}C 

2
{2}C 

3
{3,4,5,6,7}C 

4
{8,9,10}C 

常返态过渡态

周期的

非周期

( ){ : 1, 0}k
ii

k k p  最大公约数 id
>1

id

＝1id

61



3.4.3 马氏链状态分类 (4)

对任何马氏链（有限或无限可数状态），同一类

中所有状态都有相同周期。

62

非周期的常返态称为遍历态



3.4.4 马氏链的平稳分布 (1)

若对任意整数m,n,马氏链的状态分布满足

则称 为平稳分布，或稳态分布。

其中， 为平稳分布列矢量

inm ixPixP  )()(

}{ i

 1 2, , ,  
T

Jπ

63

（3.25）



11 1其中, 为 维列矢量, 为平稳分布列矢量  T Je π( , , , ) ,

3.4.4 马氏链的平稳分布 (2)

(0) (0) (0) (0)

1 2( , , , ) ,T

Jp p p p π 0( ) ,n n p π

平稳马氏链

如果一个遍历有限状态马氏链的转
移概率矩阵为 P 那么

lim k T

k
P eπ

lim k T

k
P π因此， 是一个每行都相同,都等于 的矩阵。

64

定理3.5



3.4.4 马氏链的平稳分布 (3)

65

0 0( ) ( ) ( )lim( ) lim{ ( ) } ( )k T T k T T T

k k
p

 
  p p P eπ π

●对于遍历马氏链，无论初始分布如何，当转移
步数足够大时，状态概率分布总是趋于稳定值
（稳态分布），与初始状态概率分布无关。

●k时刻：

●初始概率：

●平稳分布：

( ) ( ) ( ) ( )

1 2( , , , )k k k k T

Jp p pp

0( )
p

π



3.4.4 马氏链的平稳分布 (4)

●对于有限状态马氏链，稳态分布恒存在；

●如果马氏链中仅存在一个常返类，则方程
(3.31)的解是唯一的；如果存在r个常返类，则
具有r个线性独立的矢量解；

●如果马氏链中仅存在一个常返类而且是非周期的

（即遍历的），则(3.32)式成立；如果有多个常返

类，但都是非周期的，则Pn 也收敛，但矩阵的每

行可能不同；如果马氏链具有一个或多个周期常返

类，则 Pn 不收敛
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例3.11

3.4.4 马氏链的平稳分布 (5)

0 0 1

1 2 1 3 1 6

1 2 1 2 0

/ / /

/ /

 
 

  
 
 

P

一马氏链的转移概率矩阵如下，问此马氏链是
否具有遍历性并求平稳分布和 的值。

1

2 3

1／2

1／3

1／2

1／2

1／6

1

lim k

k
P



解：

3.4.4 马氏链的平稳分布 (6)

1 2 3 1 2 3

0 0 1

[ ] 1 / 2 1 / 3 1 / 6 [ ]

1 / 2 1 / 2 0

     

 
 

 
 
 

1321  



































21/8

7/2

3/1

3

2

1






1 3 2 7 8 21

1 3 2 7 8 21

1 3 2 7 8 21

/ / /

lim / / /

/ / /

k

k

 
 

  
 
 

P

68



例3.12

3.4.4 马氏链的平稳分布 (7)

一马氏链的状态转移矩阵为

确定它的n次幂是否收敛并求其平稳分布

0 1

1 0

 
  
  

P



3.4.4 马氏链的平稳分布 (7)

121 
2

1
21  

解：该马氏链的状态转移图为：

所以马氏链是一个周期常返类，周期=2。

由于

另外，马氏链是有限状态的，因此存在唯一的平

稳分布。

1

1
1 2

2k P I 2 1k P P

][
01

10
][ 2121  









70



1.马氏源的基本概念

2.马氏源的产生模型

3.马氏源N次扩展源熵的计算

4.马氏源符号熵的计算

3.5 马尔可夫信源

71



3.5 马尔可夫信源的基本概念（1）

▲ 当前时刻输出符号的概率仅与

当前时刻的信源状态有关

▲下一时刻的信源状态由当前信源状态和当前输出符

号唯一确定。

马氏源：

 

 

1

1

1

1  ,
{ / , }

0  ,








    



k k k

k k l k

k k k

s g s x
p s j x a s i

s g s x

72



★

m阶马氏链的处理方法(2)

1) m阶马氏链的符号转移概率已给定:

)/( 11 mm xxxp  1{ }i nx A a a其中 取自

2) 做m长符号序列到信源状态的映射

x取遍 ，k=m,m+1,…；状态

取自 ，为状态数；

1
（ ）

k m k k
x x s

 


1{ }nA a a ks

{1,2, }…,n  m mn

73



★

m阶马氏链的处理方法(2)

3) 符号转移概率转换成状态转移概率

其中 ,1( / ) ( / ) k k k kp s s p x s
1（ ）  k m k kx x s

4) 得到马氏源模型：

1 1（ ）  k m k kx x s

11 12 1,

21 22 2,

,1 ,2 ,

 
 
 

  
 
 
 

m

m

m m m m

n

n

n n n n

p p p

p p p

p p p

P
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3.5.1马氏源的基本概念(3)

给定二阶马氏源符号集A={0，1}，转移概

率分别为：p(0/00)=p(1/11)=0.8，

p(1/00)=P(0/11)=0.2，

p(0/01)=p(0/10)=p(1/01)=p(1/10)=0.5

确定该马氏源的状态，写出状态转移矩阵，

画出信源的状态转移图。
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解：

3.5.1马氏源的基本概念(4)





















8.02.000

005.05.0

5.05.000

002.08.0

][P

ω3

ω2ω1    1:0.5

  0：0.5
1:0.2

ω0

  1：0.8

  0：0.5

  0：0.8

  1：0.5   0：0.2
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3.5.2 马氏源的产生模型(1)

• 平稳转移概率的马氏源的产生模型

77



3.3.2 离散平稳有记忆信源的熵

( | ) ( , | ) ( | ) ( | , )

( ) ( | , )

 



 


k k

k

k k k k k k k k k k

u u

k k k k

u

p x s p x u s p u s p x s u

p u p x u s

1 ,
( | , )

0 ,

k k k

k k k

k k k

x u s
p x u s

x u s


 



: ( , )

( | ) ( )
k k k k

k k k

u x f u s

p x s p u


  

,

( ) ( , )
( | )

1 ( ) ( , )

k k

k k k k

k k

k k k k

x u

p u x f u s
p x s

p u x f u s


 

 

当 为二元信源、一一对应关系时，
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例3.14

3.5.2 马氏源的产生模型(3)

设独立随机列 ， ， ， ，

随机序列 与 的关系为 其中

为模2加；问：

（1）随机序列 是否为马氏链？

（2）如果是马氏链，那么求状态转移概率并画状态

转移概率图。

 nu ( 0) np u p ( 1) np u q 1p q 

 nu nx 1 2   n n n nx u x x 

 nx



解：

3.5.2 马氏源的产生模型(4)

序列 为有记忆序列，在n时刻的取值仅与n-1
时刻与n-2时刻有关，而与以前的时间无关，因
此 构成二阶马氏链。设 条件概
率：

 nx

 nx

1 2

1 2

1

:

1 1

( | ) ( )

               ( ) | , (   )

 

 



   

    



 


n n n n n

n n n n

n n n

n u x x x x

n u x x x n n n

p s s p u

p u s x x

2 1 n n ns x x
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解：

3.5.2 马氏源的产生模型(5)

所求条件概率：

2 1 2 1

2 1 2 1

( 0 | 0, 0) ( 1| 0, 1)

( 1| 1, 0) ( 0 | 1, 1)

( 0)

   

   

      

       

  

n n n n n n

n n n n n n

n

p x x x p x x x

p x x x p x x x

p u p

2 1 2 1

2 1 2 1

( 1| 0, 0) ( 0 | 0, 1)

( 0 | 1, 0) ( 1| 1, 1)

( 1) 1

   

   

      

       

   

n n n n n n

n n n n n n

n

p x x x p x x x

p x x x p x x x

p u p
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解：

3.5.2 马氏源的产生模型(6)

因此，马氏链的

状态转移概率图：
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例3.15  

3.5.3 马氏链N次扩展源的熵的计算(1)

有一个二元马氏链X，符号集为{0，1}，其中

符号转移概为 ， ；

计算该信源三次扩展源的所有符号的概率。

(0/ 0) 0.8p  (1/1) 0.7p 
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解：

3.5.3 马氏链N次扩展源的熵的计算(2)

首先求平稳分布

   0 1 0 1

0.8 0.2

0.3 0.7
p p p p

 
  

 

0 1 1p p 

0 13/5, 2 /5p p 

0(000) (0 / 0) (0 / 0) 0.6 0.8 0.8 0.384p p p p    
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解：

3.5.3 马氏链N次扩展源的熵的计算(3)

类似得到

(001) 0.6 0.8 0.2 0.096p     (010) 0.6 0.2 0.3 0.036p    

(011) 0.6 0.2 0.7 0.084p     (100) 0.4 0.3 0.8 0.096p    

(101) 0.4 0.3 0.2 0.024p     (110) 0.4 0.7 0.3 0.084p    

(111) 0.4 0.7 0.7 0.196p    
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3.5.3 马氏链N次扩展源的熵的计算(4)

做映射

其中k为时间标号，j为状态序号。

利用熵的可加性，将上式展开，并利用马氏性得

1 1
（ ） ( )，k 0

k m k m k
x x s j  , ,N - m

   
 

)/()/()()( 21112121 NmmNmmmN SSSSHSSHSHXXXH   

)/()/()( 1121 NNmmm SSHSSHSH   

1 1
1

( ) ( / )
N

m k k
k m

H S H S S
 

 

  

1 2 1 2 1 1 1
( ) ( )，其中，

N m m N k k m k m k
H X X X H S S S S X X X

      
 
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3.5.3 马氏链N次扩展源的熵的计算（5）

对于平稳马氏链，状态序列也是平稳的，状态条件熵
也不随时间平移而改变。设状态平稳分布为

 1 2, , ,   m

T

n
π

则上式变为：

1 2 1 1
( ) ( ) ( ) ( / )

N m k k
H X X X H S N m H S S

 
  

h
1

( ) ( ) ( ) ( )

mn
T

i i
i

H N m h H N m   


     
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如果起始状态概率为平稳分布, 则

3.5.3 马氏链N次扩展源的熵的计算（6）

N次扩展源的平均符号熵为:

1 2
( ) ( ) ( ) T

N
H X X X H N m  π π h

1 2

1 1
( ) ( ) [ ( ) ( ) ]T

N N
H X H X X X H N m

N N
   π π h
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3.5.4 马氏源符号熵的计算(1)

计算方法1：

( ) lim ( ) T

N
N

H X H X



  π h

m阶马氏源符号熵仅由平稳分布和状态转
移概率矩阵所决定。

89

当信源从某一状态转移到另一状态时, 输出
符号唯一, 则一个m阶马氏源的符号熵为:



•Page 90

例3.13续

3.5.4 马氏源符号熵的计算(2)

求信源的极限符号熵

解：
( ) TH X


 π h

2]5.0log5.05.0log5.0[
7

1
2]2.0log2.08.0log8.0[

14

5


符号/801.0 bit



计算方法2

●（FSM马氏源）当信源从某一状态转移到另

一个新状态时，存在多个信源序列对应一个状

态。这样由状态转移概率矩阵不能确定信源的

熵，而只能以状态条件下信源的输出符号的概

率求信源的熵。

●给定当前信源状态条件下信源的输出符号熵

为：
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3.5.4 马氏源符号熵的计算(3)

1

( / ) ( )log ( )
n

i l i l
l

H X s i p a p a


  

1( , , ),其中, 为信源符号集 l na A a a A



3.5.4 马氏源符号熵的计算(4)

▲ 在给定某特殊状态s1=j和以前

的输出X1,X2,…Xk-1条件下当

前输出符号Xk的熵满足：

1 1 1 1

1

( / , ) ( / ) ( / )



    
J

k k k

i

H X s j X X p s i s j H X s i

1 1 1 1 1

1 1

1

( / , ) ( ) ( / ) ( / )

( ) ( / )



 



    

  

 



J J

k k k

j i

J

k

i

H X S X X p s j p s i s j H X s i

p s i H X s i

对s1取平均
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3.5.4 马氏源符号熵的计算(5)

对于平稳信源，状态概率与时间起点无关，所以

利用平稳性及马氏性，有

1 1 1
1

( / , ) ( ) ( / )
J

k k
i

H X S X X p s i H X s i




  

对于m阶平稳马氏链的符号熵为

1 1lim ( | )N N
N

H H X X X 




1 1( / )  k kH H X X X

1kH
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3.5.4 马氏源符号熵的计算(6)

当 给定条件下， 与以前的状态无关
1 k

X X 1k
X



1 1 1 1 1
( / ) ( / , )

k k k k
H X X X H X S X X

 


)/()(
1

isXHisp
J

i



T π h

为状态平稳

分布行矢量
h的各分量由状态转移概率
矩阵的每一行得出的条件熵
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3.5.4 马氏源符号熵的计算(7)

平稳马氏源的符号熵为

( )H X
1

( / )
J

i

i

H X s i


 
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定理3.7
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3.5.4 马氏源符号熵的计算(8)

（1）定理3.7给出了马氏源符号熵的计算方法：

先求每个状态下的条件符号熵，

再用状态的概率平均；

（2）计算符号熵要用状态的平稳分布

（3）单位为比特/符号；

（4）比方法1更通用。



2 3

3.6 信源的相关性与剩余度

3.6.1 信源的相关性

3.6.2 信源剩余度（冗余度）

3.6.3 文本信源



1、信源的相关性就是信源符号间的依赖程度。

由平稳性与熵的不增原理，有：
可见，符号相关程度越大，熵越小，反之亦然。

设信源有m个符号，那么对于不同情况可以分别计算
信源的熵为

3.6.1 信源的相关性

0 logH m （符号独立等概） 1 1( )H H X （独立信源）

2 2 1( / )H H X X （一阶马氏源）

1 1( / )n n nH H X X X 

（n-1阶马氏源）
1 1lim ( / )n n

n
H H X X X 



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3.6.2 信源剩余度（冗余度）

信源的冗余度是指信源中”多余”(即可以被
无损压缩掉的)成分所占的比例。

信源效率：

信源剩余度

0H

H

0

1
H

H



字母 概率 字母 概率 字母 概率

空格 0.1859 I 0.0575 R 0.0484

A 0.0642 J 0.0008 S 0.0514

B 0.0127 K 0.0049 T 0.0796

C 0.0218 L 0.0321 U 0.0228

D 0.0317 M 0.0198 V 0.0083

E 0.1031 N 0.0574 W 0.0175

F 0.0208 O 0.0632 X 0.0013

G 0.0152 P 0.0152 Y 0.0164

H 0.0467 Q 0.0008 Z 0.0005

3.6.3 文本信源



3.6.3 文本信源

对于实际英文字母组成的信源：

=1.4H (比特/符号)

0

= =0.29
H

H
 

=1-0.29=0.71



3.6.3 文本信源

汉字近似概率表

类别 汉字个数 所占概率P 每个汉字的概率Pi

Ⅰ 140 0.5 0.5/140

Ⅱ 625-140=485 （0.85-0.5）=0.35 0.35/485

Ⅲ 2400-625=1775 （0.997-0.85）=0.147 0.147/1775

Ⅳ 7600 0.003 0.003/7600



3.6.3 文本信源

根据上表,可近似估算汉语信源的信息熵：

10000

1

( ) logi i

i

H X p p


 

9.773 (比特/符号)

0

( )
1 0.264

H X

H
   



3.6.3 文本信源

例3.17 根据上面的统计结果，分别计算汉语语与英
语信源的效率和剩余度。

对于汉语，信源效率： 2 4.1/13.29 0.31  

剩余度： 2 21 0.69   

对于英语，信源效率： 1 21.4/log 27 0.29  

剩余度： 1 11 0.71   
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1 离散信源X的N次扩展源的熵

仅当信源无记忆时等式成立；

2 离散信源X的N次扩展源的平均符号熵

仅当信源无记忆时等式成立。

( ) ( )NH X N H X

1
( ) ( ) ( )N

NH X H X H X
N

 

本 章 小 结
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2、有记忆信源的符号熵：

1

1
( ) lim ( ) lim ( / )N

N N
N N

H X H X H X X X
N


 

 

并且 2( ) ( ) ( ) ( )NH X H X H X H X    

3．马氏源的符号熵：

( ) ( / )j

j

H X H X s j  

其中
1

( / ) ( ) log ( )
n

j i j i

i

H X s j p a p a


  
T T
π = π P

4．信源剩余度

0

1 1
H

H
     

本 章 小 结
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