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研究的主要内容

4概率论：关注随机事件、研究事件发生的可
能性：概率的定义；概率分布

4数理统计：对大量重复试验中的规律性进行
研究：参数估计、随机过程

在大量重复试验或观察中随机现象所呈现出

的固有规律性，称为随机现象的统计规律性，

这正是概率论与数理统计所研究的对象。



授课内容

4第一章 概率论的基本概念

4第二章 随机变量及其分布

4第三章 多维随机变量及其分布

4第四章 随机变量的数字特征

4第五章 大数定律及中心极限定理

4第六章 样本及抽样分布

4第七章 参数估计

4第八章 假设检验

4 *第十二章 随机过程



成绩组成

• 平时作业：15%

• 测验：15%

• 出勤+课堂表现：10%

• 期末：60%
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为什么要学概率统计

4 后续课程基础：大数据分析、人工智能、信息论、信号处
理等；

4 应用广泛：现代工程、科学、经济等领域应用与研究的重
要数学工具。

–正如法国数学家拉普拉斯：“生活中最重要的问题，
其中绝大多数在实质上只是概率的问题。”

7

实例   如何确定投资决策方向: 某人有10万元现金，想投

资于某项目，预估成功的机会为 30%，可得利润8万元 ， 
失败的机会为70%，将损失 2 万元。若存入银行，同期间

的利率为5% ，问是否作此项投资?



令人着迷的随机游戏：扔硬币、玩扑克、游戏

抽卡

自然和经济现象：初生婴儿性别、流星、台风、

股票价格、营业收入、比特币出块

生活中的统计学：身边即世界误区、但行好事,
莫问前程、塞翁失马，焉知非福

……
不确定性和随机性广泛存在。

生活中的不确定性



1.1 随机试验

基本概念

试验：包括科学实验，对某一事物的某一特征的观
察。包括：扔石子，射击，抛硬币的结果。测试灯
泡的寿命。

 

随机试验：1 可以在相同条件下重复进行；2每次
试验可出现多种可能结果；3每次试验前能明确
试验的所有可能结果，但不能确定试验后会出
现哪一个结果.   



事件

基本概念

必然事件：在一定的条件S下必然发生的事件。

在重力的作用下，物体的位移随时间变化的函数
x(t)，由二阶微分方程           来描述，其中g
为重力加速度，这是确定的，必然的。

  gtx "

 

偶然/随机事件：在一定的条件S下可能发生也可能
不发生的事件。（大量重复试验中结果具有统计
规律）



1.2 样本空间和随机事件

样本空间：某随机试验E的所有可能的结果组成
的集合称为E的样本空间，记为S。 

 

随机事件：满足某一条件的样本空间的子集。

基本事件：由一个样本点组成。
必然事件：S集合本身
不可能事件：空集

样本点：样本空间内的元素，即E的每个结果。



事件的关系和运算

 : 1.包含关系     BA发生必然导致事件如果事件

是事件或称事件包含事件则称事件发生  (    , AAB
 , )  记作的子事件B  .   ABBA  或

 相等关系    ,    与则称事件且若 AABBA 

   ,    记作或称等价相等事件 B  . BA 



事件的关系和运算 (Cont.)

实例  “长度不合格” 必然导致 “产品不合
格”所以“产品不合格”包含“长度不合格”.

图示 B 包含 A.


BA



事件的关系和运算 (Cont.)

   的至少有一个发生所构成　、事件 BA

 .     记作的和与事件事件叫做事件 BA  . BA

2. 事件的和

实例  若某种产品的合格与否是由该产品的长度与

直径是否合格所决定,则 “产品不合格”是“长度

不合格”与“直径不合格”的并.

图示事件 A 与 B 的并. 
B A



事件的关系和运算 (Cont.)

3. 事件的积

.AB积事件也可记作：

.  
,","

BABA
BA

记作的积与事件事件

称为也是一个事件同时发生二事件

事件,



事件的关系和运算 (Cont.)

图示事件A与B 的积事件.


A BAB

实例   若某种产品的合格与否是由该产品的长度                        
与直径是否合格所决定,因此“产品合格”是

“长度合格”与“直径合格”的积事件.



和事件与积事件的运算性
质

,AAA  ,UUA  ,AVA 

,AAA  ,AUA  .VVA 

事件的关系和运算 (Cont.)

恒用：U表示必然事件，V 表示不可能事件



事件的关系和运算 (Cont.)

 设A是事件，称“非A”是A的逆/余事件（或对

立事件）. 含义是： “非A” 发生当且仅当A不

发生。常用       表示“非A” A
实例   “骰子出现1点”               “骰子不出现1点”

图示 A 与 B 的对立.


B A
A

4. 事件的逆

对立



事件的关系和运算 (Cont.)
5. 事件的差

图示 A 与 B 的差


A B 

B
AB 

AB 

BA BA 

实例 “长度合格但直径不合格”是“长度合格”

          与“直径合格”的差.

A

事件 “A 出现而 B 不出现”，称为事件 A 与 
B 的差. 记作 A- B.



事件的关系和运算 (Cont.)
6. 事件的互不相容 (互斥)

         若事件 A 、B 满足

则称事件 A与B互不相容，其中V 表示不

可能事件.

.VABBA 

实例   抛掷一枚硬币, “出现花面” 与 “出现字面”

           是互不相容的两个事件.



事件的关系和运算 (Cont.)

“骰子出现1点”              “骰子出现2点”

图示 A与B互
斥


A B

互斥

实例   抛掷一枚骰子, 观察出现的点数 . 



事件的关系和运算 (Cont.)

对立事件与互斥事件的区别

 
A B A B A

A、B 对立A、B 互斥

 .  ABBA 且,AB

互  斥 对    立



事件的运算规律

.,)1( BAABABBA  交换律

),()()2( CBACBA  结合律

,)()()(
)3(

ACABCABACBA  
分配律

.,:(4) BABABABA  律德摩根

则有为事件设  ,,, CBA

).()( BCACAB 

).)(()()()( CBCACBCACBA  



多个事件的和与积

;,,,

, , , ,    

21

21
1

至少发生一个

即的和事件个事件为称

n

nk

n

k

AAA

AAAnA






.,,

, , ,

21

21
1

至少发生一个

即的和事件为可列个事件称





AA

AAAk
k





推广



多个事件的和与积 (Cont.)

;,,,

, , , ,

21

21
1

同时发生即

的积事件个事件为称推广

n

n

n

k
k

AAA

AAAnA






.,,
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21

21
1

同时发生即

的积事件为可列个事件称
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





多个事件的和与积的运算规律

 , 
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n
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AAAA
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事件的关系及运算图示表示

 系及运算可以用下列以上事件之间的各种关

 . 各种图示来直观地表示

BA BA

B ABA B



事件的关系及运算图示表示 (Cont.)

互斥、  BA

A 对立事件　 BABA 

AB

A B

A
A A B

AB

A B



练习

ABC

ABC

ABC

A B C 

A B C

A B C  ( )A B C 

ABC ABC ABC ABC  

(1)   A 出现，B、C 不出现；

(5)   三个事件都不出现；

(2)   A, B都出现, C 不出现；

(3)   三个事件都出现；

(4)   三个事件至少有一个出现；

设A,B,C 表示三个随机事件，试将下列事件用A，B，C 表
示出来.

(6)   不多于一个事件出现。

或 或

AB C或



 若事件A在 n 次试验中发生了m             
次，则量      称为事件A在n 次试验中发生的
频率，记作     ，即：      .

 nm 0
nm /
 nf

n
mfn 

频率          应该具有下述基本性质：
1           
2 
3 若               是两两不相容的事件，则

频率越大，表示事件A发生越频繁，意味着事件
A在一次试验中发生的可能性越大。

 nf

1.3 频率与概率

  10  nf
  1Sfn

kAAA ,, 21

)()()()( 2121 knnnkn AfAfAfAAAf  



1.3 频率与概率 (Cont.)

考虑在相同条件下进行试验

第二轮
试验

试验次数n2

事件A出现
m2次

第S轮
试验

试验次数ns

事件A出现
ms 次

试验次数n1

事件A出现
m1次

第一轮
试验 …

…

…



如果频率          稳定地在某一数值p左右摆动，
而且随着实验次数的增多这种摆动的幅度变小，
则称：A为随机事件，P(A)=p为随机事件A发
生的概率。它满足下列条件：
1 非负性：对任意事件A，有
2 规范性/归一性：对于必然事件，P(S)=1
3 可列可加性
若               是两两不相容的事件，则

 nf

1.3 频率与概率 (Cont.)

0)( AP

,, 21 AA
)()()()( 2121 kk APAPAPAAAP  

概率的公理化定义



. 由概率的公理化定义可推得概率的下列性质

1性质

证

 ,由于上式右端可列个事件两两互斥 故由概率公理化定义的

 ,可列可加性 有

故

( 1, 2, ),nA n  令
1

, , .n i j
n

A A A i j



  则 且

( ) 0.P  

( ) ( )P P    

( ) ( ) ( )P P P        

( ) 0.P  



1 2  , , ,   ,nA A A设有限个事件 两两互斥 则

证 因为

 1 ,所以由可列可加性及性质 有

2 有限性质 （ 可加性）

1 2 1 2(   ) ( ) ( ) ( ).n nP A A A P A P A P A     

1 2 1 2  n nA A A A A A        

1 2 1 2(  ) (  )n nP A A A P A A A        

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )nP A P A P A P P         

1 2( ) ( ) ( ) 0 0nP A P A P A       

1 2( ) ( ) ( ).nP A P A P A   



( ) ( ), ( ) ( ) ( ).P A P B P B A P B P A   

证明

B
A

,A B因为  

( ).B A B A 所以  

( ) ,B A A  又  

( ) ( ) ( ).P B P A P B A  得

( ) 0,P B A 又因 ( ) ( ).P A P B故

( ) ( ) ( ).P B A P B P A  于是

性质3  设A, B为两个事件，且A      B, 则



4 逆事性质 （ 件的概率）   ,A对于事件 有

   1 .P A P A 

证 因为

所以     1.P A A P S 

并且      P A A P A P A 

由以上两式可得，     1P A P A 

即    1 .P A P A 

A A S A A  ，且



5   概率性质 的加法公式：

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB  

对于任意两事件A, B有

证 ( )A B A B AB    ( ) ( ) ( )P A B P A P B AB   

( ) ( ) ( )B AB P B AB P B P AB    又 ，

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB   

将上述结论推广：

1 11

1
1 2

1

( ) ( ) ( )

( ) ( 1) ( )

n n

i i i j
i i j ni

n
i j k n

i j k n

P A P A P A A

P A A A P A A A

   



   

 

    

 




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1.4 等可能概型（古典概率）

. 

.  )2
;   )1

等可能概型

验称为古典概型或具有以上两个特点的试

生的可能性相同试验中每个基本事件发

有限个样本点试验的样本空间只包含

定义

示为古典概型的样本可以表

},...,,{ 21 neeeS 

.1
n

生的概率均为其中每一个基本事件发



       设随机事件由n 个样本点(基本事件)构成，

A为其中的任意一个事件，且包含 k个样本点

(基本事件)，则事件 A 出现的概率记为 

古典概型中事件概率的计算公式

.)(
基本事件总数

所包含基本事件的个数A
n
kAP 

称此为概率的古典定义. 
)(
)()(

SN
ANAP 也可记为



1、乘法原理

    乘法原理：若完成一件事情要经过两个

步骤，其中第一步中有 1n 种不同的方法，第

二步骤中有 2n 种不同的方法，则完成这件

事情共有      种方法。21 nn 

排列组合是计算古典概率的重要工具

古典概率的计算 



)1()2)(1(  rnnnnPr
n 

!123)2)(1( nnnnpn
n  

2、排列

   排列：从n个不同的元素中按顺序取r个
排成一列        称为一个排列。所有可 nr 0

能的排列记为 。rnP 则由乘法原理得

特别，当n = r时，称该排列为一个全排列，

所有全排列的个数为

古典概率的计算(Cont.)



  例1   从1,2,3,4,5,6这六个数字中任取五个

组成五位数,问共能组成多少个五位数?

解 从六个不同数中任取五个组成五位数,

相当于从六个数中任取五个数生成一个排列,因
此,所有可能组成五位数共有

)(720234565
6 个P

古典概率的计算(Cont.)



例2   从0,1,2,3,4,5, 这六个数字中任取四个,

问能组成多少个四位偶数?

解 组成的四位数是偶数,要求末位为0,2或

)(1562
4

1
2

1
1

3
5

1
3 个 PPPPP

 种,而0不能作首位,所以所组成的偶数个数3
5P

4,可先选末位数,共     种,前三位数的选取方法  1
3P

古典概率的计算(Cont.)



3、组合

,r
nC

    组合：从n个不同的元素中任取r个元素

组成一组          称为一个组合。所有可),0( nr 

能的组合数记为

种方

由乘法原理，从n个元

素中取r个生成的排列可分两步进行，首先

从n个元素中取r个组成一组，共有
r
nC

法，然后再在取出的r个元素中进行全排列

共有 !r 种方法，从而

古典概率的计算(Cont.)



!)!(
!

!
)1()1(

! rrn
n

r
rnnn

r
PC

r
nr

n 







特别，当n = r时，     而且 。rn
n

r
n CC 1n

nC

!rCP r
n

r
n 

所以从n个元素中取r个元素组成的组合数为

    例 3 从10名战士中选出3名组成一个

突击队，问共有多少种组队方法？

解: 按组合的定义，组队方法共有

1203
10 C （种）。

古典概率的计算(Cont.)



解

}.,,,,,,,{ TTTTTHTHTHTTTHHHTHHHTHHHS 则

}.,,{1 TTHTHTHTTA 而 .
8
3

)(
)()( 1

1 
SN
ANAP得

}.,,,,,,{)2( 2 TTHTHTHTTTHHHTHHHTHHHA 

).(,
)2().(,

)1(.

2

21

1

AP
AAP

A

求”“至少有一次出现正面为

设事件求”“恰有一次出现正面

为设事件将一枚硬币抛掷三次

., )1( 为出现反面为出现正面设 TH

例

.
8
7

)(
)()( 2

2 
SN
ANAP因此

古典概率的计算(Cont.)



古典概率的计算(Cont.)

问题 设袋中有4只红球和6只黑球,现从袋中有放

回地摸球3次,求前2 次摸到黑球、第3 次摸到红球

的概率.
解 },2{ 第三次摸到红球次摸到黑球前设 A

第1次摸球 10种第2次摸球 10种第3次摸球 10种

6种第1次摸到黑球
6种第2次摸到黑球

4种第3次摸到红球



样本点总数为 ,10101010 3

A 所包含样本点的个数为 ,466 

310
466)( 

AP故 .144.0

古典概率的计算(Cont.)



   ,     个格子每个都等可能地落入个小球设有例 Nn
   : ,  试求下列事件的概率中 Nn 

      ;      1 个格子中各有一球某指定的 nA 

     .      2 个格子中各有一球任意的 nB 

 解  ,    应有个格子中个球都等可能地落入到 Nn

 ,  所以种可能的方法nN  基本事件总数为 .nN
   所含的基本事件数为事件 A  !n

   所含的基本事件数为事件 B  !nC n
N

 故   , !
nN

nAP     . !n

n
N

N
nCBP 



几何概率

验称为几何概型具有以上两个特点的试

生的可能性相同试验中每个基本事件发

限个样本点试验的样本空间包含无

.  )2
;   )1

定义

几何概型和古典概型的主要区别在于：
1）试验的结果是无限个。
2）每个事件发生的概率只与构成该事件区域的
长度(面积或体积或度数)成比例

https://baike.baidu.com/item/%E6%A6%82%E7%8E%87


几何概率

     例 (会面问题）甲、乙二人约定在 0 点到 5 

点之间在某地会面，先到者等一个小时后即离去

设二人在这段时间内的各时刻到达是等可能的，

且二人互不影响。求二人能会面的概率。



几何概率 (Cont.)
解：  以  X , Y  分别表示甲乙二人到达的时刻，
于是 .50,50  YX     
即 点 M 落在图中的阴影部
分。所有的点构成一个正

方形，即有无穷多个结果。

由于每人在任一时刻到达

都是等可能的，所以落在正

方形内各点是等可能的。
0      1    2   3   4    5

y

x

5
4
3
2
1

.M(X,Y)



几何概率 (Cont.)

二人会面的条件是： | | ,X Y  1

0      1    2   3   4    5

y

x

5
4
3
2
1

.25
9

25

4
2
1225 2







正方形的面积

阴影部分的面积p
y-x =1

y-x = -1



几何概率 (Cont.)

定义  当随机试验的样本空间是某个区域,并且任

意一点落在度量 (长度, 面积, 体积) 相同的子区域

是等可能的,则事件 A 的概率可定义为

)(
)()(

m
AmAP 

.
)

)(,)((

几何概率规定的概率称为

量来合理这样借助于几何上的度的子区域的度量

是构成事件是样本空间的度量其中 AAmm 



概率的公理化定义与性质

)(或样本空间为基本事件空间是任意的非空集合，称S

   
满足下列条件：和函数

的定义域，若＝定义一个实数

本，是样本空间中的一个样是样本空间，事件设

P

S
 PpAPp

A

定义：



概率的公理化定义与性质(Cont.)

且两两互不相容，则一切若

一切

),1()3(
;1)S()2(

);(0)()1(






nA
P

AAP

n



















11

)(
n

n
n

n APAP 
.)()( 发生的概率为，简称概率上的概率测度是则称 AAPFP

规范性

非负性

可列可加性



概率的公理化定义与性质(Cont.)

 . 推得概率的下列性质由概率的公理化定义可

 1性质   0 . P  

 证

 , 故由概率公件两两互斥由于上式右端可列个事

 , 有理化定义的可列可加性

   P P       

     P P P        

, 再由概率的非负性可得

  0 . P  

),,2,1(  nAn .,,
1

jiAAA jin
n





且则 



概率的公理化定义与性质(Cont.)

 2 性质  ,  有对于事件 A
     . 1 APAP 

 证  因为  ,   . A A AA    且

 所以    PAAP   . 1

 并且      APAPAAP 

 , 由以上两式可得     1 APAP

 即      . 1 APAP 



概率的公理化定义与性质(Cont.)

  ,  ,,,  21 则两两互斥设有限个事件 nAAA 

       1 2 1 2  . n nP A A A P A P A P A       

 证  因为

1 2 1 2n nA A A A A A           

 , 1 有质所以由可列可加性及性

   1 2 1 2n nP A A A P A A A           

         1 2 nP A P A P A P P         

     1 2  0 0  nP A P A P A       

     1 2  . nP A P A P A   

3性质



概率的公理化定义与性质(Cont.)

).()()(),()(
,,,4

APBPABPBPAP
BABA


 则且为两个事件设性质

证明

B
A

,BA 因为

).( ABAB  所以

,)(  AAB 又

.)()()( ABPAPBP 得

,0)(  ABP又因 ).()( BPAP 故

).()()( APBPABP 于是



概率的公理化定义与性质(Cont.)

解

由图示得)1(

.
6
1

3
1

2
1



.
8
1)()2(;)1(

.)(

,
2
1

3
1,

 ABPBA

ABP

BA

的值三种情况下

求在下列和的概率分别为设事件

B A

例

)( ABP

)()( APBP 

)( ABP 



)( ABP因而 .
8
3

8
1

2
1



A BAB

由图示得)2(

AB ABB AB 

BAB 且

)()( ABPBP 

概率的公理化定义与性质(Cont.)



1.5 条件概率与独立性

      条件概率是概率论中一个重要而实用的概念。

它所考虑的是事件 A 已经发生的条件下事件 B 
发生的概率。



例：掷一颗均匀骰子， 

  B={掷出偶数点}， P(A|B)=？

掷骰子

     由于已知事件B已经发生，所

以此时试验所有可能结果只有3
种，而事件A包含的基本事件只

占其中一种，故有

P(A|B)= 1/3

A={掷出2点}，
    解：掷一颗均匀骰子可能的结果有6种，且
它们的出现是等可能的。

P(A)=1/6



    上例中      P(A|B) ≠ P(A) 

        它们不相等的原因在于“事件B已发
生”这个新条件改变了样本空间.

条件概率



Ａ

S

设边长为1个单位
的正方形的面积
表示样本空间

其中封闭曲线
围成的一切点
的集合表示事件

          A

把图形的
面积理解
为相应事
件的概率　　　　

则   P(A)= A的面积/    的面积＝A的面积

以几何概型为例

S



AB AB

如果B发生，那么使
得A发生当且仅当样
本点属于AB，因此
P(A|B)应为P(AB)在
P(B)中的“比重”

        当已知B发生的情况下，由原来的 
缩减为B

       这就好象给了我们一个“情报”，使我
们得以在某个缩小了的范围内来考虑问题.

P(A|B)=AB的面积/B的面积

S

S



注意P(AB)与P(A | B)的区别！

条件概率(Cont.)



   例 甲、乙两厂共同生产1000个零件，其中 300件
是乙厂生产的.  而在这300个零件中，有189个是标

准件，现从这1000个零件中任取一个，问这个零件

是乙厂生产的标准件的概率是多少？

所求为P(AB).

甲、乙共生产

1000 个

189个是
标准件

300个
乙厂生产

300个
乙厂生产

设B={零件是乙厂生产}, A={是标准件}

条件概率(Cont.)



条件概率(Cont.)

若改为“发现它是
乙厂生产的,问它
是标准件的概率
是多少?”

求的是 P(A|B) .

B发生,
在P(AB)中作为结果;
在P(A|B)中作为条件.



)(/)( BPABP

)( BAP
)(
)(

BP
ABP



则称为两个事件设 ,0)(,, BPBA
发生的条件下为在事件 B

发生的事件A

记作

条件概率 .

条件概率的计算



       例：一个盒子装有5只产品，其中有3只
一等品，2只二等品.

  B={第二次取到的是一等品}

A={第一次取到的是一等品}

       从中取产品两次，每次任
取一只，做不放回抽样.  设

试求条件概率 P( B | A ).

条件概率



条件概率(Cont.)
       解法一：在原来的样本空间中，直接由
条件概率的定义计算：

P(AB)P(B| A) =
P(A)

AB={第一、第二次
都取得一等品}




3 2 3P(AB)= =
5 4 10

3P(A) =
5

1=
2



条件概率(Cont.)
      解法二：在缩减后的样本空间A上计算.

       由于事件A已经发生，即第一次取到的
是一等品，所以第二次取产品时，所有产
品只有4只，而其中一等品只剩下2只，故

P( B | A )   1=
2



条件概率的性质

则有件

是两两不相容的事设可加可列性

,
 , , ,: )3( 21 AA

.)(
11


















i
i

i
i BAPBAP 

;1)(0: )1(  BAP有界性

0)|(1,)((2)  BPBBP规范性



乘法公式

由条件概率的定义：

P(AB)P(A | B) =
P(B)

若已知P(B), P(A|B)时, 可以反求P(AB).



设A，B是两个事件，若P(B)>0,   则

若P(A)>0,      则

P(AB)=P(B)P(A|B) (1)

P(AB)=P(A)P(B|A) (2)

(1)和(2)式都称
为乘法公式,   利
用它们可计算两
个事件同时发生

的概率

乘法定理



推广:

)0)((
)()()()(

121

12112121









n

nnn

AAAP
AAAAPAAPAPAAAP




)0)((
)()()()(





ABP
ABCPABPAPABCP

乘法定理(Cont.)



乘法定理(Cont.)



乘法定理(Cont.)
       例：袋中有一个白球及一个红球，一次次
地从袋中取球，如果取出白球，则除把白球
放回再加进一个白球，直至取出红球为止.求
取了n次都没有取到红球的概率.

解：记

iA ＝{第i次取得白球}， i＝1, 2, …, n

A={取了n次都没有取到红球}
则 1 2 nA = A A A



1n 1 2 nP(A | A A A )

=1 2 nP(A A A )
1P(A ) 2 1P(A |A )



n-1 1 2 n-2P(A |A A A )
前n-2次取得白球的条件
下，第n-1次取得白球

n-1 1 2 n-2
n-1P(A |AA A )=
n



前n-1次取得白球的条件下，
第n次取得白球

1n 1 2 n-
nP(A | A A A )=

n+1


第一次取得白球的条件下，
第二次取得白球的概率

2 1
2P(A | A ) =
3

第一次取得白球

1
1P (A ) =
2

   
1 2 n - 1 n=
2 3 n n + 1

 1=
n +1

第2次

第1次

…
n-1个

…
 n个

第n次

第n-1次



        一场精彩的足球赛将要举行, 5个
球迷好不容易才搞到一张入场券.大家
都想去,只好用抽签的方法来解决.　　　

入场
券

5张同样的卡片,只有一张上写有“入场券”,其余的什么也没
写.  将它们放在一起,让5个人依次抽取.

后抽比先抽的确实吃亏吗？ 

“先抽的人当然要比后抽的人抽到的机会大. ”



     到底谁说的对呢？让我们用概率
论的知识来计算一下,每个人抽到“
入场券”的概率到底有多大?

“大家不必争先恐后，你们一个一个
按次序来，谁抽到‘入场券’的机会都
一样大.”

“先抽的人当然要比后抽的人抽到的机会大。”



我们用Ai表示“第i个人抽到入场券”i＝1,2,3,4,5.

显然，P(A1)=1/5，P(    )＝4/51A

第1个人抽到入场券的概率是1/5.也就是说，

iA则     表示“第i个人未抽到入场券”



因为若第2个人抽到
了入场券，第1个人
肯定没抽到.

也就是要想第2个人抽到入场券，必须第1个人未

抽到，

)|()()( 1212 AAPAPAP 

212 AAA 由于

由乘法公式 

          P(A2)= (4/5)(1/4)= 1/5

计算得：



)|()|()()()( 2131213213 AAAPAAPAPAAAPAP 

        这就是有关抽签顺序问题的正确解答.  

        同理，第3个人要抽到“入场券”，必须第1、
第2个人都没有抽到.   因此

＝(4/5)(3/4)(1/3)=1/5

        继续做下去就会发现,  每个人抽到“入场券” 
的概率都是1/5.

抽签不必争先恐后.也就是说，



全概公式和逆概公式

        概率论的重要研究课题之一是希
望从已知的简单事件的概率推算出未
知的复杂的事件概率.  

       为达到这个目的，经常把一个复
杂事件分解成若干个不相容的简单事
件之和，通过计算简单事件的概率，
最后利用概率的可加性得到最终结果.



　　　
       有三个箱子,分别编号为1,2,3。1号箱装有1个红
球4个白球,2号箱装有2红3白球 , 3号箱装有3 红球.  
某人从三箱中任取一箱,从中任意摸出一球,求取得红
球的概率.

解   记 Ai={球取自i号箱},
                     i=1,2,3; 
             B ={取得红球}

B发生总是伴随着A1，A2，A3 之一同时发生，

1 2 3

其中    A1、A2、A3两两互斥

看一个例子:



        将此例中所用的方法推广到一般的情形，就

得到在概率计算中常用的全概率公式.

对求和中的每
一项运用乘法
公式得

P(B)=P( A1B)+P(A2B)+P(A3B)





3

1i
ii ABPAPBP )()()( ｜

代入数据计算得：P(B)=8/15

运用加法公式得到

即        B= A1B+A2B+A3B，   
且       A1B、A2B、A3B     两两互斥



全概公式

nBBB ,,, 21  满足：

  两两互不相容；． nBBB ,,,1 21 

 

 


 是必然事件，即：

．

n

n

i
i

BB

B

21

1

B

   S3 


     ,2,102  iBP i．

     



n

i
ii BAPBPAPA

1
:,有则对任意事件

如果事件组



 证明  因为  nBBBAAA    S 21

nABABAB    21

 并且    ,  ,  所以jiABAB ji 
       nABPABPABPAP    21

       nn B|APBPB|APBP    11

   



n

i
ii B|APBP

1

全概公式(Cont.)



全概公式(Cont.)

A
1B2B

3B
1nB nB

化整为零

各个击破

它可以将一个复杂
事件的概率计算问
题,分解为若干个
简单事件的概率计
算问题,最后应用
概率的可加性求出
最终结果.



全概公式(Cont.)

      某一事件A的发生有各种可能的原因

Bi(i=1,2,…,n),如果A是由原因Bi所引起，

则A发生的概率是

      每一原因Bi都可能导致A发生，故

A发生的概率是各原因引起A发生概率

的总和，即全概率公式.

我们还可以从另一个角度去理解全概率公式：





n

i
ii BPBAPAP

1
)()()(

)()()( iii BPBAPABP 



全概公式(Cont.)

例    有一批同一型号的产品,已知其中由一厂生产
的占 30% , 二厂生产的占 50% , 三厂生产的占 20%, 
又知这三个厂的产品次品率分别为2% , 1%, 1%,问
从这批产品中任取一件是次品的概率是多少?

设事件 A 为“任取一件为次品”,

.3,2,1,"" iiBi 厂的产品任取一件为为事件

1 2 3 ,B B B   

解

.3,2,1,,  jiBB ji



由全概率公式得

,2.0)(,5.0)(,3.0)( 321  BPBPBP



30%

20%

50%2%
1%

1%

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).P A P B P A B P B P A B P B P A B  

.013.02.001.05.001.03.002.0 

,01.0)(,01.0)(,02.0)( 321  BAPBAPBAP

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P B P A B P B P A B P B P A B  故



 例    甲、乙、丙三人同时对飞机进行射击, 三人
击中的概率分别为0.4、0.5、0.7. 飞 机被一人击
中而击落的概率为0.2,被两人击中而击落的概率
为0.6,  若三人都击中, 飞机必定被击落,  求飞机被
击落的概率.

              设A={飞机被击落}
  Bi={飞机被i人击中}, i=1,2,3

  由全概率公式

则      A=B1A+B2A+B3A

解

依题意，
P(A|B1)=0.2, 
P(A|B2)=0.6,

  P(A|B3)=1P(A)=P(B1)P(A |B1)+ P(B2)P(A|B2)

+ P(B3)P(A |B3)



可求得

 为求P(Bi ) ,  
     设 Hi={飞机被第i人击中},   i=1,2,3          

将数据代入计算得

P(B1)=0.36;P(B2)=0.41;P(B3)=0.14.

   1 1 2 3 1 2 3 1 2 3P B P H H H H H H H H H  

   2 1 2 3 1 2 3 1 2 3P B P H H H H H H H H H  

   3 1 2 3P B P H H H



P(A)=P(B1)P(A |B1)+ P(B2)P(A|B2)+P(B3)P(A|B3)

=0.458

 =0.36×0.2+0.41 ×0.6+0.14 ×1

即飞机被击落的概率为0.458.

于是



逆概公式贝叶斯公式
　　　
 例：有三个箱子，分别编号为1,2,3，1号箱装有1个
红球4个白球，2号箱装有2红3白球，3号箱装有3红
球.  某人从三箱中任取一箱，从中任意摸出一球，
求取得红球的概率.

21 3

?


3

i i
i=1

P(B) = P(A )P(B A )｜

解：记 Ai={球取自i号箱},   i=1,2,3;  B ={取得
红球}

＝8/15



实际中还有下面一类问题，是
“已知结果求原因”

        这一类问题在实际中更为常见，它所求
的是条件概率P(A1|B)，是已知某结果发生条
件下，求各原因发生可能性大小.

       某人从任一箱
中任意摸出一球，
发现是红球,求该球
是取自1号箱的概率.

21 3

?



nBBB ,,, 21  满足：

  两两互不相容；． nBBB ,,,1 21 

 

 


 是必然事件，即：

．

n

n

i
i

BB

B

21

1

B

   S3 


     ,2,102  iBP i．

则如果则对任意事件 ,0)(, APA

如果事件组

贝叶斯公式

,

1
)()|(

)()|(

)(

)(
)|(




 n

j jBPjBAP

kBPkBAP

AP

AkBP
AkBP



;
,)1(

.
,

05.0
80.0
15.0

03.0
01.0
02.0

3
2
1

:.

概率

求它是次品的元件在仓库中随机地取一只

无区别的标志

且仓库中是均匀混合的设这三家工厂的产品在

提供元件的份额次品率元件制造厂

的数据根据以往的记录有以下件制造厂提供的

的元件是由三家元某电子设备制造厂所用例

贝叶斯公式(Cont.)



贝叶斯公式(Cont.)

.
,,

,)2(

别是多少三家工厂生产的概率分

求此次品出由为分析此次品出自何厂次品

若已知取到的是元件在仓库中随机地取一只

解 ,""取到的是一只次品表示设 A

"." 家工厂提供的所取到的产品是由第表示 i

)3,2,1( iBi

,S,, 321 的一个划分是样本空间则 BBB

,05.0)(,80.0)(,15.0)( 321  BPBPBP且



贝叶斯公式(Cont.)
.03.0)(,01.0)(,02.0)( 321  BAPBAPBAP

(1) 由全概率公式得

)()()()()()()( 332211 BPBAPBPBAPBPBAPAP 

.0125.0

(2) 由贝叶斯公式得

)(
)()()( 11

1 AP
BPBAPABP 

0125.0
15.002.0 

 .24.0



,64.0
)(

)()()( 22
2 

AP
BPBAPABP

.12.0
)(

)()()( 33
3 

AP
BPBAPABP

.2 家工厂的可能性最大故这只次品来自第

贝叶斯公式(Cont.)



 例：假定用血清甲胎蛋白法诊断
肝癌.  记

C= {被检验者患有肝癌}
A= {用血清甲胎蛋白法诊断为阳性}

     已知                                                      ,   设
某一地区有肝癌的概率P(C)=0.0004.

P(A|C) = 0.95,    P(A|C) = 0.90

      现在若有一人检查呈阳性，求此人为肝
癌患者的概率有多大？即求P(C|A)＝？



解：由贝叶斯公式，可得 

P(C)P(A | C)P(C | A) =
P(C)P(A | C) + P(C)P(A | C)

P(C) = 1- P(C) P(A | C) = 1- P(A | C)

= 0.0038




  
0.0004 0.95

0.0004 0.95 0.9996 0.1



现在来分析一下结果的意义.

  如果不做试验,  抽查一人,  他是患者的概
率                           P(C)=0.0004 

患者阳性反应的概率是0.95，若试验后得阳
性反应，则根据试验得来的信息，此人是
患者的概率为               P(C｜A)= 0.0038

     从0.0004增加到0.0038,  将近增加约10倍.
     说明这种试验对于诊断一个人是否患有
癌症有意义.

1. 这种试验对于诊断一个人是否患有癌症 
    有无意义？



      试验结果为阳性,此人确患癌症的概率为

                       P(C｜A)=0.0038

     即使检出阳性，尚可不必过早下结论有

癌症，此时医生常要通过再试验来确认. 

2. 检出阳性是否一定患有癌症? 



,

1
)()|(

)()|(
)|(




 n

j jBPjBAP

kBPkBAP
AkBP

贝叶斯公式

P(Bi)  (i=1,2,…,n) 是在没有进一步信息（不知道事

件A是否发生）的情况下，人们对诸事件发生可能

性大小的认识.



当有了新的信息（知道A发生），人们对诸事件发

生可能性大小P(Bi | A)有了新的估计.

贝叶斯公式从数量上刻划了这种变化

贝叶斯公式(Cont.)

    P(Bk) —— 先验概率

P(Bk |A) —— 后验概率



判别模型和生成模型

判别模型：直接学习决策函数 Y=f(X) 或条件概率P(Y|X) 
，寻找一个决策边界，将样本划分对应类别
典型：k近邻、感知机、决策树、逻辑回归、支持向量机
等



生成模型：由数据学习联合概率密度分布P(XY)
，然后求出条件概率分布P(Y|X), 学习了每个类别的
边界，它包含了更多信息，可以用来生成样本
典型：朴素贝叶斯，隐马尔可夫模型

判别模型和生成模型



例  已知袋中有5只红球, 3只白球.从袋中
有放回地取球两次,每次取1球. 设第 i  次

求取得白球为事件 Ai   ( i  =1, 2 ) .

,)( 12 AAP ,)( 12 AAP,)(,)( 21 APAP

解

,8/3)( 12 AAP
,8/3)( 12 AAP,)(8/3)( 21 APAP 

)()()( 12212 AAPAPAAP 

事件的独立性



事件的独立性(Cont.)
事件 A1 发生与否对 A2 发生的概率没
有影响可视为事件A1与A2相互独立

定义 设 A , B 为两事件，若

)()()( BPAPABP 
则称事件 A 与事件 B 相互 独立 



BABABABA ,;,;,;,

任何一对相互独立,则其它三对也相互独立

试证其一 独立独立 BABA ,, 
事实上

)()()()( BAPAPBAAPABP 

  )()()(1)( BPAPBPAP 

)()()( BPAPAP 

定理： 四对事件

事件的独立性(Cont.)



三事件 A, B, C 相互独立
是指下面的关系式同时成立：

   注：1) 关系式(1) (2)不能互相推出
        2)仅满足(1)式时,称 A, B, C 两两独立 

)()()(
)()()(
)()()(

CPBPBCP
CPAPACP
BPAPABP





(1)

)()()()( CPBPAPABCP  (2)

A, B, C 相互独立 A, B, C 两两独立 

定义



例  随机投掷编号为 1 与 2 的两个骰子事件  A 
表示1号骰子向上一面出现奇数,B 表示2号骰子向上
一面出现奇数,C 表示两骰子出现的点数之和为奇数.        

则 2/1)()()(  CPBPAP
4/1)()()(  CAPBCPABP

)()()()()()( APCPCPBPBPAP 
但 0)( ABCP )()()(8/1 CPBPAP
本例说明: 不能由  A, B, C 两两独立

A, B, C 相互独立



  n 个事件 A1, A2, …, An 相互独立

 是指下面的关系式同时成立

)()()()( 2121 nn APAPAPAAAP 




njiAPAPAAP jiji  1),()()(
nkjiAPAPAPAAAP kjikji  1),()()()(

定义

事件的独立性(Cont.)



 例：某型号火炮的命中率为0.8, 现
有一架敌机即将入侵，如果欲以
99.9 % 的概率击中它，则需配备此
型号火炮多少门？

事件的独立性(Cont.)



事件的独立性(Cont.)
        设需配备 n 门此型号火炮
设事件      表示第 i  门火炮击中敌机iA

  999.02.01)(11)(
1




nn
ii

n

i
APAP

29.4
2.0ln

001.0ln
n

故需配备 5 门此型号火炮 .



作业

Exes. 3，7,  20,  23,  34



直接计算

 推 算

小结

4基本概念

4概率定义













 

古典概型

几何概率

条件概率

利用独立性

重要公式






   计算   







乘法公式

全概率公式

Bayes公式

P(AB)= P(A)P(B)





n

i
ii BAPBPAP

1
)|()()(

P(AB)= P(A)P(B|A) ( P(A)> 0)





n

j
jjiii BAPBPBAPBPABP

1
)|()()|()()|(

)(
)()|(

BP
ABPBAP 

 等可能性

    )(
中的样本点总数
包含的样本点数


AAP 

的度量
的度量


AAP )(



随机实验

随机事件

样本空间

事件的关系及运算

小结

4基本概念

4概率




















必然事件
不可能事件




三个限定条件

—— 所有基本事件构成的集合

—— 四种关系和三种运算

定义

性质






 —— 定义在样本空间上满足三条公理的集合函数

4 可在相同条件下重复进行；
4 每次试验可出现多种可能结果；
4 每次试验前能明确试验的所有可能结果，

但不能确定试验后会出现哪一个结果.   
基本事件

复合事件

试验的每个
可能的结果

—— 不能再分解  
—— 多于一个的基本事件构成  

     

—— 5 条

(1) 0 ≤ P(A)≤  1 ;
(2) P(S )= 1 ; 
(3) 两两互不相容事件A1 ,…,An ,…有 P(Ai )=P(Ai ). 　     　　　        　

10  P( )= 0;
20  若事件 A1 ,…, An  两两互不相容, 则P(Ai )=P(Ai );
30  对任意事件A, B，有 P(A∪B)= P(A)+ P(B)- P(AB);  
40  对任一事件A， 有 P(A)=1- P( A );
50  设Ａ, B是两个事件，且 B Ａ，则

             P(A- B)= P(A)- P(B), P(B)≤ P(A), 　　　

P(S )=1，
P( )=0，

反之不真！  
反之不真！  



4关系

4运算









 包含

相等

互斥

互逆









和

积

差

AB =  
AB = ， A∪B =  

两两互不相容

交换律

结合律

分配律

对偶律

——和、积

——和、积

——积关于和，
        和关于积
——和、积

A∪B ={ |   A 或   B }.  
A∩B ={   |   A 且   B } .

 A - B ={  |   A 且   B }.  

BABABABA   ,


