
Chapter 2
随机变量及其分布



      直观上，我们将随机现象的每一种表现，即随
机试验的每一个可能观察到的结果叫随机事件．

     随机试验的结果本身有两种表达形式：一种是
数值型，一种是描述型．

   为了全面地研究随机试验的结果，揭示客观存在
着的统计规律性，我们可以将随机试验的结果数
量化，即用一个变量X 来描述试验的结果。

        由此产生了随机变量的概念

             

随机变量的定义



    定义  如果所有可能的结果组成的集合S＝{e}，
X=X(e)是S上有定义的实值函数，而且对任何
实数c, 事件{e: X(e)<=c}是有概率的，则称X为
随机变量。 

随机变量的定义



随机变量是 上的映射，这个映射具有

如下的特点：

     定义域 :   S 

     随机性 :   随机变量X 的可能取值不止一个，
     试验前只能预知它的可能的取值但不能预知
     取哪个值．

     概率特性 : X 以一定的概率取某个值或某些
     值． 

RSX :

随机变量的定义(Cont.)



这种对应关系在数学上理解为定义了一种实值、
单值函数.

e. X(e)

R

随机变量的定义(Cont.)



随机变量

    而表示随机变量所取的值时,
一般采用小写字母 x, y, z, w, n
等.

随机变量通常用大写字母
X,Y,Z,W,N 等表示



        随机变量概念的产生是概率论发展史上的重
大事件.   引入随机变量后，对随机现象统计规律
的研究，就由对事件及事件概率的研究扩大为对
随机变量及其取值规律的研究.

事件及
事件概率

随机变量及其
取值规律

随机变量(Cont.)



随机变量(Cont.)
例 

袋中有3只黑球，2只白球，从中任意取出3只球，
观察取出的3只球中的黑球的个数．
我们将3只黑球分别记作1，2，3号，2只白球分别
记作4，5号，则该试验的样本空间为
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随机变量(Cont.)

我们记取出的黑球数为 X，则 X 的可能取值为1，
2，3．
因此， X 是一个变量．
但是， X 取什么值依赖于试验结果，即 X的取值
带有随机性，
所以，我们称 X 为随机变量．
X 的取值情况可由下表给出：



随机变量(Cont.)

样本点 黑球数 X 样本点 黑球数 X

 321 ，， 3  541 ，， 1

 421 ，， 2  432 ，， 2

 521 ，， 2  532 ，， 2

 431 ，， 2  542 ，， 1

 531 ，， 2  543 ，， 1



随机变量(Cont.)
由上表可以看出，该随机试验的每一个结果都对应
着变量 X 的一个确定的取值，因此变量 X 是样本空

间上的函数：    SeeXX 
我们定义了随机变量后，就可以用随机变量的取值

情况来刻划随机事件．例如

 2X
    表示至少取出2个黑球这一事件，等等．

    22  XeXe：
    表示取出2个黑球这一事件；



随机变量(Cont.)
例 
掷一颗骰子，令：
X：出现的点数．
则 X 就是一个随机变量．它的取值为1，2，3，4，

5，6．
 4X

  表示掷出的点数不超过 4 这一随机事件；

 取偶数X

  表示掷出的点数为偶数这一随机事件．



随机变量(Cont.)
例 一批产品有 50 件，其中有 8 件次品，42 件正

品．现从中取出 6 件，令：
        X：取出 6 件产品中的次品数．
则 X 就是一个随机变量．它的取值为 0，1，2，…，

6．
 0X

  表示取出的产品全是正品这一随机事件；
 1X

  表示取出的产品至少有一件次品这一随机事件．



随机变量(Cont.)
例 上午 8:00～9:00 在某路口观察，令：

      Y：该时间间隔内通过的汽车数．
 则 Y 就是一个随机变量．它的取值为 0，1，…．

 100Y
  表示通过的汽车数小于100辆这一随机事件；

 10050  Y
   表示通过的汽车数大于 50 辆但不超过 100 辆这一

随机事件．
           注意 Y 的取值是可列无穷个！



随机变量(Cont.)
例
观察某生物的寿命（单位：小时），令：
    Z：该生物的寿命．
则 Z 就是一个随机变量．它的取值为所有非负实数．

 1500Z

 3000Z
表示该生物的寿命大于 3000小时这一随机事件．

表示该生物的寿命不超过1500小时这一随机事件．

注意 Z 的取值是不可列无穷个！



我们将研究两类随机变量：

    如“取到次品的个数”，
   “收到的呼叫数”等.

随
机
变
量

离散型随机变量

连续型随机变量

例如，“电视机的寿命”，实际中
常遇到的“测量误差”等.

随机变量的分类



定义：某些随机变量X的所有可能取值是有
限多个或可列无限多个, 这种随机变量称为
离散型随机变量 .

离散型随机变量

   为了描述随机变量 X ，我们不仅需要知道随机变量X的
所有可能取值，而且还应知道X 取每个值的概率.为此我们有

以下定义：

        如果随机变量的取值是有限个或可数个(即能与自然数

的集合一一对应），则称该变量为离散型随机变量。



其中          (k=1,2, …) 满足：

 k=1,2, …（1）

（2）

    定 义  ： 随 机 变 量  X  所 取 的 一 切 可 能 值 为 x k 

(k=1,2, …)，则 称

为离散型随机变量 X 的概率分布（分布律）.

用这两条性质
判断一个函数
是否是概率分布

离散型随机变量(Cont.)



离散型随机变量(Cont.)

解: 依据概率分布的性质

P(X =k)≥0, 

 a≥0 ,
解得即

例 设随机变量X的分布律为：

k =0,1,2, …,

试确定常数a .



离散型随机变量(Cont.)

离散型随机变量表示方法

（1）公式法

（2）列表法

X



例  某篮球运动员投中篮圈概率是0.9，求他两次独

立投篮投中次数X的概率分布.

解： X可取值为0,1,2 ;

    P{X =0}=(0.1)(0.1)=0.01

    P{X =1}= 2(0.9)(0.1) =0.18

   P{X =2}=(0.9)(0.9)=0.81

离散型随机变量(Cont.)



离散型随机变量(Cont.)

常常表示为： 

这就是X的概率分布.

X 0 1 2

p 0.01 0.18 0.81



离散型随机变量(Cont.)
例 某射手连续向一目标射击，直到命中为止，已知
他每发命中的概率是p，求所需射击发数X 的分布律.

解: 显然，X 可能取的值是1,2,… ，

 P{X=1}=P(A1)=p, 

为计算 P{X =k }， k = 1,2, …，

Ak = {第k发命中}，k =1, 2, …，

设

于是



离散型随机变量(Cont.)

可见

这就是求所需射击发数X的概率分布.



离散型随机变量(Cont.)
       设一汽车在开往目的地的道路上需经过四盏信
号灯，每盏信号灯以 1/2 的概率允许或禁止汽车通
过. 以 X 表示汽车首次停下时，它已通过的信号灯
的盏数，求 X 的分布律. (信号灯的工作是相互独
立的).

例 



离散型随机变量(Cont.)

解： 以 p 表示每盏信号灯禁止汽车通过的概率，
则  X 的分布律为：

X

pk

 0        1              2                3                4               

p    (1-p) p    (1-p)2p    (1-p)3p    (1-p)4 

或写成 P{X= k} = (1- p)kp，k = 0,1,2,3

                         P{X= 4} = (1-p)4 



以  p = 1/2 代入得：

X

pk

 0        1              2                3                4               
0.5   0.25     0.125        0.0625      0.0625

离散型随机变量(Cont.)



常见的概率分布－离散型随机变量

(1)  两点分布(伯努利分布、0 – 1 分布)
X = xk       1           0

Pk          p        1-p

            凡是随机试验只有两个可能的结果，应用场合

常用0 – 1分布描述，如产品是否格、人口性别统

计、系统是否正常、电力消耗是否超负荷等等.



看一个试验    将一枚均匀骰子抛掷3次.

X的分布律是：

伯努利试验

令X 表示3次中出现“4”点的次数



   掷骰子：“掷出4点”，“未掷出4点”

   抽验产品：“是正品”，“是次品”

一般地，设在一次试验E中我们只考虑两个互逆的

结果：A 或      .

这样的试验E称为伯努利试验 .

伯努利试验(Cont.)



伯努利试验(Cont.)

“重复”是指这 n 次试验中P(A)= p 保持不变.

    将伯努利试验E独立地重复地进行n次 ,则称
这一串重复的独立试验为n重伯努利试验 .

“独立”是指各 次试验的结果互不影响 .



 二项分布

背景：n 重Bernoulli 试验中，每次试验感兴
趣的事件A 在 n 次试验中发生的次数 —— 
X是一离散型随机变量

若P ( A ) = p , 则

称 X 服从参数为n, p 的二项分布，记作

0 – 1 分布是 n = 1 的二项分布.



   例 一大批产品的次品率为0.1，现从中取
   出15件．试求下列事件的概率：

      B ={ 取出的15件产品中恰有2件次品 }

      C ={ 取出的15件产品中至少有2件次品 }      

 ,取出一件产品为次品A   .1.0AP则

 由于从一大批产品中取15件产品，故可近似

 看作是一15重Bernoulli试验．

解：

所以，   1322
15 9.01.0  CBP

   CPCP  1
141

15
1500

15 9.01.09.01.01  CC



例  一个完全不懂英语的人去参加英语考试.
假设此考试有5个选择题，每题有n重选择，其中只
有一个答案正确.试求：他居然能答对3题以上而及
格的概率. 

   解:由于此人完全是瞎懵，所以每一题，每一个答案          
   对于他来说都是一样的，而且他是否正确回答各题      
   也是相互独立的.这样，他答题的过程就是一个 
   Bernoulli试验 .

)/1,5(~"" nBm这个随机变量他答对题数



例 某类灯泡使用时数在1000小时以上
的概率是0.2，求三个灯泡在使用1000
小时以后最多只有一个坏了的概率.

解: 设X为三个灯泡在使用1000小时已坏的灯泡数 . 

X ~ B (3, 0.8)，

把观察一个灯泡的使用
时数看作一次试验,
“使用到1000小时已坏”
视为事件A .每次试验,
A 出现的概率为0.8

  P{X   1} =P{X=0}+P{X=1}

=(0.2)3+3(0.8)(0.2)2

=0.104



二项分布的图形



二项分布中最可能出现次数的定义与推导

则称   为最可能出现的次数



    当( n + 1) p = 整数时,在 k = ( n + 1) p与
     ( n + 1) p  – 1 处的概率取得最大值

对固定的 n、p, P ( X = k) 的取值呈不         
对称分布
固定 p, 随着 n 的增大，其取值的分布
趋于对称

    当( n + 1) p  整数时, 在 k = [( n + 1) p ]
    处的概率取得最大值



或

若

其中 是常数，则称 X 服从参数为

的Poisson 分布，记作

Poisson 分布
定义：设随机变量X的所有可能值是全体非负整数，

泊松分布是概率论中的一种重要分布。具有泊
松分布的随机变量在实际中广泛存在，比如：
一本书中某页错印书，某一商店某一天到点客
户数，某一地区一个时间间隔内发生交通事故
数目等。



例 一家商店采用科学管理，由该商店过去的销售
记录知道，某种商品每月的销售数可以用参数λ=5
的泊松分布来描述，为了以95%以上的把握保证不
脱销，问商店在月底至少应进该种商品多少件？

解: 设该商品每月的销售数为X,

已知X服从参数λ=5的泊松分布.

设商店在月底应进某种商品m件,

求满足 P{ X ≤ m }>0.95  的最小的m .

进货数销售数



求满足 P {X ≤ m }>0.95  的最小的m.

查泊松分布表得

P{X>m}≤ 0.05也即

于是得  m+1=10, m=9件

或



如果随机变量X 的分布律为
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泊松分布的图形



泊松定理
泊松定理  设随机变量X服从二项分布，其分布律为 　　　　　　　　　　　

　，                                         k=0,1,2,…,n.

又设np=  ,(     是常数)，则有
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该定理于1837年由法国数学家泊松引入



二项分布                                      泊松分布)(  nnp 

   可见，当n充分大,p又很小时,可用泊松分
布来近似二项分布！



在实际计算中,当 n  20, p 0.05时, 可用上
述公式近似计算; 而当 n  100,  np 10 时, 
精度更好.

  0    0.349    0.358      0.369      0.366        0.368 
  1    0.305    0.377      0.372      0.370        0.368 
  2    0.194    0.189      0.186      0.185        0.184 
  3    0.057    0.060      0.060      0.061        0.061 
  4    0.011    0.013      0.014      0.015        0.015 

                     按二项分布                   按Possion
                                                            公式 
 k  n=10

 p=0.1
n=20 
p=0.05

n=40 
p=0.025

n=100 
p=0.01

=np=1 



        设1000 辆车通过,
出事故的次数为 X , 则

可利用泊松定理计算 ,1.00001.01000 

所求概率为
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~ (1000, 0.0001),X b

例  有一繁忙的汽车站, 每天有大量汽车通过,
设每辆汽车,在一天的某段时间内出事故的概率
为0.0001,在每天的该段时间内有1000 辆汽车通
过,问出事故的次数不小于2的概率是多少?



超几何分布 

设有产品  件，其中次品  件，其余为正品，从中
随机地抽取  件。记X 为抽到的
的次品件数，求X 的分布律.
此时抽到  件次品的概率为 

   k=0，1，…  ，      

称X 服从超几何分布. 

可以证明超几何分布的极限分布就是二项分布.



几何分布 

设用机枪射击一次击落飞机的概率为  ,无限次地
射击，则首次击落飞机时所需射击的次数 X  服
从参数为  的几何分布.即 

 容易验证，若在前 m 次射击中未击落飞机，那
么,在 此条件下，为了等到击落时刻所需要等待

时间也服 从同一几何分布，该分布与 m 无关，
这就是所谓的 无记忆性. 

p

p



其它分布 

负二项分布（Pascal分布)

离散均匀分布



连续型随机变量

     设离散型随机变量X在［a, b］内取n个
值: x1=a, x2, x3, x4,… ,xn=b．

X

即小矩形的面积为
Ｘ取对应点的概率

x1=a

P

x2 x3

s1

s2

s3

sn

……. xn=b





n

i
isbXaP

1
}{  ＝折线下面积之和！

X的概率
直方图：

定义的引出



连续型随机变量(Cont.)

      若X为连续型随机变量，由于X在［a, b］
内取连续取无穷多个值，折线将变为一条光
滑曲线 ).(xp

而且：

0)( xp

dxxpSbXaP
b

a )(}{

1)(}{  



dxxpXP

X
a

P

……. b

)(xp
dxxpS

b

a )(

由此推出连续
型随机变量
的定义



连续型随机变量(Cont.)

  　设X是随机变量，如果存在非负函数p(x)，满

足：  

对于任意的 有也可为也可为 ,b,),(,  ababa
,)(}{ 

b

a
dxxpbXaP

则称X是连续型随机变量，   称为X的概率密度函数,

简称概率密度.
)(xp

连续型随机变量的定义



连续型随机变量(Cont.)
 概率密度函数的性质

1)

2) 

a b


1

xo

)(xp

这两条性质是判定一
个函数 p(x)是否为某
个随机变量X的概率
密度函数的充要条件.

3) X落入区间［a,b］内的概率＝ 



连续型随机变量(Cont.)

注意    对于任意可能值 a ,连续型随机变量取 a 
的概率等于零.即

连续型随机变量取值落在某一
区间的概率与区间的开闭无关

}{ bXaP  }{ bXaP  }{ bXaP 

}.{ bXaP 

由此可得

这是因为



连续型随机变量(Cont.)

         故 X的密度 p(x) 在 x 这一点的值，恰好是
X落在区间                 上的概率与区间长度       
之比的极限.  这里，如果把概率理解为质量， 
p (x)相当于线密度.

      若x是 p(x)的连续点，则：

=p(x)

对 p(x)的进一步理解



连续型随机变量(Cont.)

      密度函数 p (x)在某点处a的高度，并不反
映X取值的概率.  但是，这个高度越大，则X
取a附近的值的可能性就越大.   也可以说，在
某点密度曲线的高度反映了概率集中在该点
附近的程度.

1

xo

)(xp
)(ap

a

问题１：p (a)是Ｘ=a的概率吗？



连续型随机变量(Cont.)

事实上，若不计高阶无穷小，有：

        它表示随机变量 X 取值于                 的
概率近似等于             .

在连续型随机变量中所起的作用与

在离散型随机变量中所起的

作用相类似.



连续型随机变量(Cont.)

P{X=a}=0 而 {X=a} 并非不可能事件.

可见，由P(A)=0,  不能推出

由P(B)=1,  不能推出  B=

问题２：概率为零的事件一定是不可能事件
吗？

类似可知，



连续型随机变量(Cont.)

}.2X{P},11{0},P{X)2(
;C)1(

.,0
,33),9(

)(
2





 



XP

xxC
xp

X

求

求常数

其它

具有概率密度随机变量设

解 ,1d)()1( 



xxp由

例

得

 



dxxp )(1

3
0

3

|)
3

9(2 xxC 

 
3

0

2 )9(2 dxxC 
3

3

2 )9( dxxC

C36



连续型随机变量(Cont.)

于是概率密度为即有 .36
1C 





 

.,0

,33),9(
36
1

)(
2

其它

xxxp

0
3

3

|)
3

9(
36
1


xx ,

2
1)927(

36
1



 }0{)2( XP dxx )9(
36
1 20

3
 dxxp 

0
)(



连续型随机变量(Cont.)

 }11{ XP

 }2{XP

.
27
13

3
9

18
1

1

0

3











xx

dxx )9(
36
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 
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




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常见的连续型随机变量

).,(~
,),(

,,0

,,1
)(

baUX
baX

bxa
abxp

X

记为

上服从均匀分布在区间则称

其它

具有概率密度设连续型随机变量定义





 



(１) 均匀分布



均匀分布的意义

,),( Xba 变量上服从均匀分布的随机在区间

.
),(

性是相同的

内的可能中任意等长度的子区间落在区间 ba


a


b


l ab
lp



 l

事实上，若X ～ U(a, b)，则对于满足

的c,d, 总有

常见的连续型随机变量(Cont.)



常见的连续型随机变量(Cont.)
均匀分布常见于下列情形：

        如在数值计算中，由于四舍五 入，小数点后
某一位小数引入的误差，例如对小数点后第一位
进行四舍五 入时，那么一般认为误差服从（-0.5, 
0.5）上的均匀分布。

如公交系统中乘客随机乘车的等车时间．



        区间( 0, 1)上的均匀分布U(0,1)在计算机模拟中
起着重要的作用.

       实用中，用计算机程序可以在短时间内产生大量
服从 ( 0, 1)上均匀分布的随机数. 它是由一种迭代过
程产生的.  
        严格地说，计算机中产生的U (0,1) 随机数并非
完全随机，但很接近随机，故常称为伪随机数.

常见的连续型随机变量(Cont.)



        如取n足够大，独立产生n个U(0,1)随机数，则从
用这 n 个数字画出的频率直方图就可看出，它很接近
于( 0, 1)上的均匀分布U(0,1).

常见的连续型随机变量(Cont.)



常见的连续型随机变量(Cont.)

解  设X表示他等车时间（以分计），则X是
一个随机变量，且X的概率密度为

例（等待时间）公共汽车每10分钟按时通过一车站，一乘

客随机到达车站.求他等车时间不超过3分钟的概率.

).10,0[~ UX





 

.,0

,100,
10
1

)(
其它

xxp

所求概率为 ,
10
3)(}3{

3

0  dxxpXP



常见的连续型随机变量(Cont.)

解 由题意,R 的概率密度为



 


.,0

,1100900),9001100(1
)(

其他

r
rf

故有 }1050950{  RP .5.0d
200

11050

950
  r

例 设电阻值 R 是一个随机变量，均匀分布在
900     ~ 1100     ．求 R  的概率密度及 R  落在
950      ~ 1050     的概率．

 
 



常见的连续型随机变量(Cont.)
例  设随机变量 X 在 [ 2, 5 ]上服从均匀分布, 现对 X 
进行三次独立观测 ,试求至少有两次观测值大于3 的
概率.
   X 的分布密度函数为





 


.,0

,52,
3
1

)(
其他

x
xp

设 A 表示“对 X 的观测值大于 3 ”, Y 表示3次独
立观测中观测值大于3的次数.

解

}3{)(  XPAP由于 ,
3
2d

3
15

3
  x 则 .

3
2,3~ 





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

因而有
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
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常见的连续型随机变量(Cont.)

.
,0

.0,0
,0,e

)(

分布

的指数服从参数为则称为常数其中

的概率密度为设连续型随机变量定义



 

X
x
x

xp

X
x












(2) 指数分布



常见的连续型随机变量(Cont.)
指数分布的重要性质 :“无记忆性”.

有对于任意 ,0t,s 
}.{}|{ tXPsXtsXP 

 }|{ sXtsXP
证明

}{
)}(){(

SXP
sXtsXP



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
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te 
P(A|B)=P(AB)/P(B)



常见的连续型随机变量(Cont.)

 }{ tXP 
 

t

xdxe  te 

而

于是 }.{}|{ tXPsXtsXP 

　　指数分布的无记忆性是使其具有广泛应用

的重要原因！



常见的连续型随机变量(Cont.)
　　指数分布在可靠性理论中描绘设备工作的可
靠时间.
　　有些系统的寿命分布也可用指数分布来近似, 
当电子产品的失效是偶然失效时,其寿命服从指
数分布.
　　在排队论中它被广泛地用于描绘等待时间,
如电话通话时间、各种随机服务系统的服务时间、
等待时间等.
    



常见的连续型随机变量(Cont.)
例   某种电子元件的寿命(以小时计) X 服从指数分

布,其概率密度为

(1) 求元件寿命至少为200小时的概率.  
(2) 将3只这种元件联接成为一个系统，设系统工作

的方式是至少2只元件失效时系统失效，又设3只元

件工作相互独立.求系统的寿命至少为200小时的概

率. 





 



.,0

0,
100

1
)(

100

其它

xexf
x



常见的连续型随机变量(Cont.)

}200{ XP 



200

)( dxxp

dxe
x

100
200 100

1 


2

200| 


 ee
x

解 (1)元件寿命至少为200小时的概率为

 　(2)以Y记3只元件中寿命小于200小时的元件
的只数.由于各元件的工作相互独立，又由(1)知
一元件的寿命小于200小时的概率为1-e-2,故有

).1,3(~ 2 eBY



常见的连续型随机变量(Cont.)
2只及2只以上元件的寿命小于200小时的概率为

32222 )1()()1(
2
3

}2{  







 eeeYP

.950.0)12()1( 222   ee
故系统的寿命至少为200小时的概率为

.050.0950.01}2{1  YPp



常见的连续型随机变量(Cont.)

).,(~,
,,)0(,

,,e
π2

1)(

2

2
)(

2

2

σμNX
σμXσσμ

x
σ

xp

X

σ
μx

记为的正态分布或高斯分布

服从参数为则称为常数其中

的概率密度为设连续型随机变量定义








(3) 正态分布(或高斯分布)



常见的连续型随机变量(Cont.)
 — 位置参数

即固定  , 对于不同的  , 对应的 p (x)
的形状不变化，只是位置不同 

 — 形状参数

固定  ，对于不同的 ，p ( x) 的形状不同.



正态概率密度函数的几何特征

;)1( 对称曲线关于 μx 
;

π2
1)(,)2(

σ
xpμx 取得最大值时当 

;0)(,)3(  xpx 时当
;)4( 处有拐点曲线在 σμx 



正态概率密度函数的几何特征(Cont.)

;
,)(

,,)6(

轴作平移变换着

只是沿图形的形状不变

的大小时改变当固定

x
xp

μσ

;)5( 轴为渐近线曲线以 x



.
,,,,,

)(,,)7(

图形越低越平缓

越大图形越高越尖越小而形状在改变不变

图形的对称轴的大小时改变当固定

σσ
xpσμ

正态概率密度函数的几何特征(Cont.)



        正态分布是最常见最重要的一种分布,例如测
量误差, 人的生理特征尺寸如身高、体重等 ;正常
情况下生产的产品尺寸:直径、长度、重量高度
等都近似服从正态分布.

正态分布的应用与背景 



即当= 0，=1时的正

态分布。

2

2

2
1)(
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ex



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标准 正 态分布密 度 图  

密度函数：

标准正态分布     X~N(0,1)

)()( xx  



其它概率密度函数

威布尔分布
伽玛分布
帕累托分布
贝塔分布



随机变量的分布函数

使概率问题转化为实变量的函数形式

分布函数：



P                 P                 P                 P
我们研究的对象是                                                 的概率

如何入手将概率问题转化为实变量的函数形式 ？

( X = x ),  ( X  x ),  ( X > x ),   ( x1   X  x2 ),… 

我们研究的对象是随机事件的概率
随机变量的取值或取值范围

由此引进了分布函数的概念：   

 能否选用一个事件将所有事件都表达出来？ 

 ( X  x ) 

     A     ( X  x ) 

X()P(   )        P

 P  这种选择并
不是唯一的 

随机变量的分布函数(Cont.)



        将 X 看作数轴上随机点的坐标，
分布函数 F(x)的值就表示 X 落在区间(-,x]的概率.

分布函数
  定义 设 X 是随机变量，

为 X 的分布函数.   

x

F ( x ) 起什么作用？

称   

随机点落在任意区
间(a, b ]的概率

分布函数是一个普通的函数,

通过它, 我们就可以用分析的

工具来研究随机变量的取值规律 

        分布函数是对各类随机变量以及其概率问题的一个
统一的描述方法.

P                         P                 P 



解  

 

        求 X 的分布函数 F(x)
和概率P(0< X  1), P(X > 2).  

当 x < 0  时，

故 X 的分布函数为

 = P( )= 0，
当 0  x < 1 时， = P(X = 0) = 1/ 2， 

当 x  1  时， = P({X = 1}∪{X = 0})= P(X = 1)+ P(X = 0)   = 1.

P(0 < X  1)  
P(X > 2)  

= F(1)-F(0)   = 1–1/2    
= 1 - F(2)   = 1-1 = 0.     

且    

1/2 ； 
               .
0             1 X  

 F  

。

1 . 
。1/2

掷一枚质地均匀的硬币,  观察出现的是正面还是反面,  例

特征 ？ 

注意到 X 的所有可能取值为 0 和 1， .      .              
0       1                           x

F(x)= P(X   x)  

]
x  

F(x)= P(X   x)  
F(x)= P(X   x) 



∴∵ F(x)是事件的概率，

PP  

(4) F(x) 关于 x 右连续，

       如果一个函数具有上述性质，则一定是某个随机变量 X 
的分布函数.  

F(- ) 

分布函数的特征性质

(3)

(1)

= 1；   = 0，  

                         也就是说，性质(1)—(4)是鉴别一个函数是否是
某随机变量的分布函数的充分必要条件.

 

21 xx  }{}{ 21 xXxX     (2)  F(x) 是 x 的非减函数，               即若 x1<x2 , 则 F(x1) F(x2); 

即对任意的实数 x0 ，有    

非负性 
单调

不减性 

右连
续性 

规范性 

] .
x  

. ..    .



离散型随机变量的分布函数

设离散型随机变量X 的分布律是

  kk pXXP  3,2,1k

则                        



xx

k
k

pxXPxF

           是X 取    的诸值  的概率之和.x kx)(xF



离散型随机变量的分布函数(Cont.)

的分布律为设随机变量 X

X
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321

4
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2
1

4
1

解
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且处概率不为仅在由于

例
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XPXPX 并求的分布函数求



离散型随机变量的分布函数(Cont.)




















.3,1
,32},2{}1{

,21},1{
,1,0

)(

x
xXPXP

xXP
x

xF得

























.3,1

,32,
4
3

,21,
4
1

,1,0

)(

x

x

x

x

xF即

x

)(xF



1


2


4
1


4
3

1



31



,}{)( xXPxF 由

,
4
1



)
2
3()

2
5(}

2
5

2
3{ FFXP  ,

2
1

4
1

4
3



}2{)2()3(}32{  XPFFXP

2
1

4
31  .

4
3



)
2
1(}

2
1{ FXP 得
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连续型随机变量的分布函数

     


x
dttpxXPxF )(

 由定义可知，连续型随机变量的分布函

数是连续函数，是密度函数的可变上限

的定积分.

定义：设         是随机变量 X 的分布函数, 如果存
在一非负函数         ，使对任意实数 x , 有

)(xF
 xp



利用以上关系可以推得，随机变量 X 落入某
有限区间 (a b] 内的概率为

连续型随机变量的分布函数(Cont.)




b

a
dxxpaFbF

aXPbXPbXaP

)()()(

)()()(

)(1)(1)( xFxXPxXP 

   它是以     为底，以曲线      为顶的

曲边梯形的面积。

],( ba )(xpy

类似可得  取值落入       内的概为：X ),( x



连续型随机变量的分布函数(Cont.)

例： 若随机变量X服从区间[a b] 上的均匀分布，
写出它的分布函数及概率密度函数。

,

,1

,

,0

)()(


















bx

bxa
ab
ax

ax

xXPxF

解：均匀分布的概率密度为：

  

从而，它的分布函数为

1

xo

)(xF



a


b



例 设

解 由定义

 
 
























2,1
21,2

10,
0,0

1

1

0

0

x
xdtttdt

xtdt
x

xF x

x

求    。)(xF
由于p(x)是分段
的，求 F(x) 时
注意分段求.

连续型随机变量的分布函数(Cont.)



即

连续型随机变量的分布函数(Cont.)



例：在线计算机终端的响应时间X（以秒计）
服从指数分布，其概率密度为





 



,,0

,0,
5
1

)(
5/

其它

xexp
x

求X的分布函数F(x).

}.105{},10{  XPXP并求概率

连续型随机变量的分布函数(Cont.)













.0  ,0
,0,e1

)(
5

x
x

xF
x

解：

秒），(865.01)10(}10{ 2  eFXP

.(233.0)5()10(}105{ 秒） FFXP

连续型随机变量的分布函数(Cont.)



例  设随机变量X 的分布函数为















1,1
10,

0,0
)( 2

x
xx

x
xF 求X取值在区间(0.3,0.7)

的概率及概率密度。

连续型随机变量的分布函数(Cont.)

解:      
4.03.07.0

3.07.07.03.0
22 

 FFXP

  )(xFxp 
F’(x)处处存在



连续型随机变量的分布函数(Cont.)

     设 X~                   , X 的分布函数是

正态分布                  的分布函数

,,e
π2

1)( 2

2

2
)(





x

σ
xp σ

μx

概率密度：



连续型随机变量的分布函数(Cont.)

的正态分布称为标准正态分布.

其密度函数和分布函数常用         和          表示：

标准正态分布



连续型随机变量的分布函数(Cont.)

)( x

)( x



连续型随机变量的分布函数(Cont.)

的性质 :

事实上  ,



连续型随机变量的分布函数(Cont.)



  书末附有标准正态分布函数数值表，有了它，可以
解决一般正态分布的概率计算查表.

正态分布表

当 x < 0 时 , 

表中给的是 x >0 时, Φ(x)的值.

连续型随机变量的分布函数(Cont.)



连续型随机变量的分布函数(Cont.)

若 X～N(0,1),



连续型随机变量的分布函数(Cont.)

 定理的重要性在于，任何一个一般的正态
分布都可以通过线性变换转化为标准正态
分布.

定理



证 Z 的分布函数为

连续型随机变量的分布函数(Cont.)



则有

连续型随机变量的分布函数(Cont.)



连续型随机变量的分布函数(Cont.)

于是



连续型随机变量的分布函数(Cont.)



由标准正态分布的查表计算可以求得，

这说明，X的取值几乎全部集中在[-3,3]区间

内，超出这个范围的可能性仅占不到0.3%.

当X～N(0,1)时，

P(|X|   1)=2   (1)-1=0.6826    

P(|X|   2)=2   (2)-1=0.9544

P(|X|   3)=2    (3)-1=0.9974

3     准则



将上述结论推广到一般的正态分布,  

可以认为，Y 的取值几乎全部集中在

区间内.

这在统计学上称作“3  准则” .

~N(0,1)         时，



解

P(X≥ h)≤0.01

或     P(X< h)≥ 0.99，

下面我们来求满足上式的最小的h .

应用正态分布的例子:

    例 公共汽车车门的高度是按男子与车门顶头碰
头机会在 0.01 以下来设计的.设男子身高X～
N(170,62),问车门高度应如何确定?     

设车门高度为h cm,按设计要求



因为 X～N(170,62),

故 P(X< h)=

查表得    (2.33)=0.9901>0.99

因而         = 2.33,

即  h=170+13.98    184

设计车门高度为
184厘米时，可使
男子与车门碰头
机会不超过0.01.

P(X< h )     0.99求满足 的最小的 h .

所以                .



重要公式

(3)设 X 是离散型随机变量，其分布律为 
则



重要公式



随机变量的函数的分布

已知圆轴截面直径 d 的分布，

求截面面积 A=          的分布.

问题的提出：



随机变量的函数的分布(Cont.)

再如,

求功率 W=V 2/ R  (R为电阻）的分布.    

已知t =t 0 时刻噪声电压V 的分布,

0

V

  在实际中，人们常常对随机变量 X 的函数Y= g (X)
所表示的随机变量 Y 更感兴趣

        设随机变量X 的分布已知,又Y= g (X)  (设g是连续函数)

无论在实践中还是
在理论上都是重要的

如何由 X 的分布
求出 Y 的分布？

通过实例找方法



例

  ( X 取某值与 Y 取其对应值是相同的事件,两者的概率应相同 )

离散型随机变量函数的分布

解  

 Y=2X+1  -3     -1      1      3       5
     pk 1/10    1/5   2/5   1/5   1/10

 X 取值分别为 -2, -1,  0,  1,  2 时, Y=2X+1 对应值为-3, -1,  

1,  3,  5.    
;10/1

求Y=2X+1,Y=X 2
 的分布列.  

;5/2)0()1(  XPYP
)1()1(  XPYP

)2()3(  XPYP

X  -2      -1       0       1        2
pk 1/10    1/5    2/5    1/5    1/10

;5/1
；5/1)1()3(  XPYP

;10/1)2()5(  XPYP



 X      Y=X 2
-2         4
-1         1
  0         0
  1        1
 2        4

-2, 2          4
-1, 1          1
     0           0
 

 Y=X 2  0        1        4
   pk 2/5      2/5     1/5

离散型随机变量函数的分布(Cont.)

X      Y=X 2



离散型随机变量函数的分布(Cont.)

如果    (i=1,2,…)的值各不相等，则Y=g( X ) 的概率
分布为   

一般地，离散型随机变量 X 的分布为

X   x1     x2    …     xn    …
pk   p1     p2    …     pn    …

Y= g(X)   g(x1)      g(x2)    …   g(xn)    …
pk     p1              p2      …      pn       …

首先将的取值代入函数关系，求出随机变量Y相应
的取值 ).21()( ，， ixgy ii

iy



离散型随机变量函数的分布(Cont.)

如果                                                  中出现m(≥2)个相同的函数
值，即存在 

1 21 mk k k   

1 2
( ) ( ) ( )

mk k kg x g x g x y    

则在Y的分布列中，取的概率为

使

     
 

1 2

1
m i

k k

m

k k
i

P Y y P X x P X x

P X x p


     

  

 

).21()( ，， ixgy ii



则  FY ( y ) = P(Y  y)
解  设Y 的分布函数为 FY ( y )，

例 设 X 具有概率密度
求 Y = -2X + 8 的概率密度.

 于是Y 的概率密度为
②

①  
= P(-2X+8  y),

连续型随机变量函数的分布



这里用到变限的定积分的求导公式

).()]([)()]([)(

,)()(
)(

)(

xxfxxfxF

dttfxF
x

x









 
则

如果

连续型随机变量函数的分布(Cont.)



注意到 0 < x < 4 时，   

即 0 < y < 8 时， 

此时  

连续型随机变量函数的分布(Cont.)



设 X 具有概率密度         

求导可得

当 y > 0 时,   
 注意到 Y = X 

2
  0，故当 y  0时，FY ( y) = 0;

 解    设Y 和X 的分布函数分别为FY ( y) 和 FX (x)，
例

②

①

求Y=X 2 的概率密度.

连续型随机变量函数的分布(Cont.)



则 Y=X 
2 的概率密度为

连续型随机变量函数的分布(Cont.)



连续型随机变量函数的分布(Cont.)
       从上述两例中可看到，在求P{ Y  y }的过程中,

关键是第一步中:   设法从{ g(X)   y }中解出X, 从而得
到与 { g(X)  y }等价的关于 X 的不等式 .

用                            代替 { X 
2  y }

  即利用已知的 X 的分布,求出 X 的函数的分布

用                         代替 { -2 X + 8  y }

求连续型随机变量的函数的分布的常用方法

如上两例中,   

 定理 



连续型随机变量函数的分布(Cont.)
 定理

 设随机变量 X 具有概率密度 ,,)(  xxf X

).0)((0)()(  xgxgxg 或恒有处处可导，且有又设函数

则 Y =g(X ) 是一个连续型随机变量 Y，其概率密度为





 


.,0

,|,)(|)]([
)(

其它

 yyhyhf
yf

X

Y

其中 h(y) 是 g(x) 的反函数，

即   )}.(),(max{
)},(),(min{



gg
gg




)()(1 yhygx  



连续型随机变量函数的分布(Cont.)

此时仍有：或恒有上恒有在

设以外等于零，则只须假在有限区间若

),0)((0)(],[
],[)(

 xgxgba
baxf X

)}.(),(max{)},(),(min{ bgagbgag  这里





 


.,0

,|,)(|)]([
)(

其它

 yyhyhf
yf

X

Y

 定理（续）



连续型随机变量函数的分布(Cont.)

       yhXPygXPyFY  1因此，

 
 





yh

X dxxf

   ，的分布函数为设随机变量 yFXgY Y

      yXgPyYPyFY 则有

   
加的函数．

是严格增，则由题设，不妨假设 xgxg 0



连续型随机变量函数的分布(Cont.)
 

 上变化．，在区间随机变量

上变化时，，在区间由题设，当随机变量

Y
X 

其中，
          gggg ，，， maxmin 

   
 





yh

XY dxxfyF

 时，，当因此， y

     
 











 



yh

XY dxxf
dy
dyFyf所以，
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     
 











 



yh
XY dxxf

dy
dyFyf所以，

 时，，当因此， y
   是严格减少的函数．，则若 xgxg 0

 
 




yh

X dxxf

      yXgPyYPyFY 

     yhXPygXP  1

    yhyhf X      yhyhf X 



连续型随机变量函数的分布(Cont.)

    yhyhf X 

 的密度函数为综上所述，得 XgY 

    yhyhf X 

      


 


其它0

 yyhyhf
yf X

Y



连续型随机变量函数的分布(Cont.)
补充定理：

若g(x)在不相叠的区间 ,, 21 II 上逐段严格单调，其

反函数分别为 ),(),( 21 yhyh 均为连续函数，那么

Y=g(x)是连续型随机变量，其概率密度为

 )())(()( '
11 yhyhfyf XY )())(( '

22 yhyhf X



连续型随机变量函数的分布(Cont.)

例  
 ．的密度函数

，试求随机变量，，设随机变量

yfY
eYNX

Y

X2~ 

的密度函数为，知题设由 X

．它的反函数为

加的，处处可导，且是严格增因为函数

yyhx
exgy x

ln)(
)(





 
 

 



xexf

x
2

2

2

2
1 




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 
 上变化．，在区间

，上变化时，在区间并且当随机变量





0

XeYX
 时，，所以，当  0y

      yyfyf XY lnln  
y

y 1
2

lnexp
2
1

2

2








 







 
 


















 


00

0
2

lnexp
2

1
2

2

y

yy
yyfY 




的密度函数为由此得随机变量 XeY 



连续型随机变量函数的分布(Cont.)

.)0(
),,(~ 2

也服从正态分布

的线性函数试证明设随机变量





a
baXYXNX 

满足定理的条件，,)(,)( axgbaxxgy 

.1)(,)()(
a

yh
a

byyhxxgy 
 且的反函数为：

证  X的概率密度为：

.,
2
1)( 2

2

2
)(





xexf

x

X





例



连续型随机变量函数的分布(Cont.)

.
||2

1
2
1

||
1

)(
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1|)(|)]([)(

2

2

2

2

)(2
)]([

2

)(









a

baya
by

XXY

e
a

e
a

a
byf

a
yhyhfyf













由定理的结论得：

.,
2
1)( 2

2

2
)(





xexf

x

X




.1)(,)(

a
yh

a
byyhx 

 且



连续型随机变量函数的分布(Cont.)
例 

均匀分布，试求电压V的概率密度.

上服从在区间是一个随机变量相角

是一个已知的正常数其中设电压







∵

∵

2
,

2
,

,,sin


AAV

解：

的概率密度为：∵






 


.,0

,
22

,1
)(

其它


f



连续型随机变量函数的分布(Cont.)

,1)(

,arcsin)(,0cos)(

)(',
22

,sin)(

22 vA
vh

A
vvhAg

gAgv








以及

且有反函数

处处存在，且有），在（





 .,)(,
22

AAgv   ）上变化时，，在（当



连续型随机变量函数的分布(Cont.)





 


.,0

,|,)(|)]([
)(:

其它
利用定理的结论

 yyhyhf
yf

X

Y







 





∵

.,0

,,11
)(

sin

22

其它

的概率密度为：得

AvA
vAyf

AV

Y




作业

Exes. 4, 5, 10,  13,  15,  20,  24, 26, 
33,  35


