
Chapter 3

多维随机变量及其分布



多维随机变量的描述
到现在为止，我们只讨论了一维随机变量及

其分布.  但有些随机现象用一个随机变量来描
述还不够，而需要用几个随机变量来描述.

实例1 考查某一地区学前儿童的发

育情况, 则儿童的身高H和体重W就

构成二维随机变量(H,W).

实例2 飞机的重心在空中的位置是
由三个随机变量(三个坐标）来确定
的等等.



由于从二维推广到多维一般无实质性的
困难，我们重点讨论二维随机变量 .

一般地，我们称n个随机变量的整体
X=(X1, X2, …，Xn)为n维随机变量或随机向量.

多维随机变量定义



设 E 是一个随机试验，它的样本空间是 ={e}，

设 X=X(e) 和 Y=Y (e)

是定义在空间上的随机变量。

由它们构成的一个向量 (X, Y) ，叫做二维随机
向量，或二维随机变量。

e
X(e)

Y(e)
S

多维随机变量定义(Cont.)
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定义

的值是有限对或可列无限多对,

是离散型随机变量.则  ,X Y

如果二维随机变量

 ,X Y 全部可能取到的不相同

二维离散型随机变量



,),( ijji pyYxXP 

或随机变量X和Y 的联合分布.  

设二维离散型随机变量

 ,X Y 可能取的值是  , ,i jx y

, 1,2, ,i j 

, 1,2,i j 

记

称之为二维离散型随机变量 的概率分布, ,X Y

,)( kk pxXP 

k=1,2, …

离散型

一维随机变量X

X 的分布律
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二维离散型随机变量 (Cont.)
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二维离散型随机变量 的概率分布具有性质 ,X Y

二维离散型随机变量 (Cont.)



也可用表格来表示随机变量X和Y 的联合分布.  

p11         p12 … p1j    …

p21 p22     …   p2j   …

pi1          pi2 … pij   …

…          …

x1

x2

xi

y1    y2  …   yj
…

X
Y











 





例 把一枚均匀硬币抛掷三次，设X为三次
抛掷中正面出现的次数，而 Y 为正面出现次数与
反面出现次数之差的绝对值 , 求 (X ,Y) 的分布律 .

解 ( X, Y ) 可取值 (0,3) , (1,1) , (2,1) , (3,3)

P{X=0, Y=3}

P{X=1, Y=1}

P{X=2, Y=1}

P{X=3, Y=0}

2
3 1 1

2 21

   
     

  
2

3 1 1

2 22

   
    

  

 
3

1 2 1 8.

=3/8

=3/8

 
3

1 2 1 8



二维联合分布全面地反映了二维随机变量
(X,Y)的取值及其概率规律. 而单个随机变量X,Y也
具有自己的概率分布. 即：X或Y 的边缘（概率）
分布

如何由联合分布来确定两个边缘分布?

离散型随机变量的边缘分布

 
1 1

,i j ij
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1p.1         p.2 … p.j …P{Y=yj}

p1.

p2.

pi.

p11         p12 … p1j    …

p21 p22     …   p2j   …

pi1          pi2 … pij   …

…          …

x1

x2

xi

P{X=xi}y1    y2  …   yj
…

X
Y











 

 



.

1

{ } ,i i ij

j

p P X x p




   .

1
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p P Y y p




  

( i  = 1,2, …)                        ( j =1,2, …)

1. 1 1

1

{ } ,j

j

p P X x p




   .2 2 2

1

{ } i

i

p P Y y p




  例如

我们常将边缘概率函数写在联合概率函数表
格的边缘上，由此得出边缘分布这个名词.



( i  =1,2, …)                               ( j = 1,2, …) 

设 (X, Y) 的联合分布列为 pij = P{X=xi ,Y=yj}, 则 (X, 

Y) 的边缘分布列为

即

p1. p2. ··· pi. ··· pi.

x1 x2  ··· xi  ···X

p.1 p.2 ··· p.j ··· p.j

y1 y2  ··· yj ···Y

.

1

{ } ,i i ij

j

p P X x p




   .

1

{ }j j ij

i

p P Y y p




  

离散型随机变量的边缘分布(Cont.)



例 已知随机向量（X，Y）的联合分布如下表，

求关于X 和Y 的边缘分布。

边缘分布pi.和p.j分别
是联合分布表中第i行和
第j列各联合概率之和．

Y

X
-1 0 2

0 0. 1 0. 2 0

1 0. 3 0. 05 0. 1

2 0. 15 0 0. 1

Y

X 
-1 0 2 pi.

0

1

2

0. 1

0. 3

0. 15

0. 2

0. 05

0

0

0. 1

0. 1

0. 3

0. 45

0. 25

p.j 0. 55 0. 25 0. 2



由联合分布可以确定边缘分布;

但由边缘分布一般不能确定联合分布.



二维连续型随机变量

设(X,Y)是二维随机变量，如果存在定义在

平面上的函数p(x,y),满足条件

定义

.0),()1( yxp

.1dd),()2(  







yxyxp

内的概率为

落在点平面上的一个区域是设

G

YXxoyG ),(,)3(

.dd),(}),{( 
G

yxyxpGYXP

则称(X,Y)是二维连续型随机变量，而p(x,y)称为二维随

机变量(X,Y)的概率密度函数或称为随机变量X和Y的联

合概率密度函数.



表示介于 p (x, y)和 xoy 平面之间的空间区域的

全部体积等于1.

,dd),(}),{( 
G

yxyxpGYXP

,1dd),(  







yxyxp

说明

.

),(, }),({

为顶面的柱体体积

以曲面为底的值等于以 yxpzGGYXP 

.),(, 表示空间的一个曲面几何上 yxpz 

二维连续型随机变量(Cont.)



连续型

一维随机变量X

X的概率密度函数





1)( dxxp

0)( xp

)(xp

二维随机变量

.0),()1( yxp

.1dd),()2(  







yxyxp

二维连续型随机变量(Cont.)



例、 设(X,Y)～


 




其它,0

0,0,
),(

)32( yxAe
yxp

yx

试求:(1)常数 A ;   (2)P{ X<2, Y<1};

解 (1)
 
 



0 0

)32( dxdyAe yx

 
 
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0 0

32 dxdyeAe yx

   
b

a

d

c

b

a

d

c
dyygdxxfdyygxfdx 得据 )()()()(

所以,      A=6

 
 
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
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  yx
eeA

=1

(3)P{(X,Y)∈D},其中D为 2x+3y≤6.

6

A

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X

Y

0

所以,P{ X<2,Y<1}=

2

1


D

y)dxdyp(x,D}Y)P{(X,(2)


 1}Y2,{X
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(3)P{(X,Y)∈D},其中D为 2x+3y≤6.

3

2 2x+3y=6


D

y)dxdyp(x,D}Y)P{(X,


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
63y2x
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例设(X,Y)的概率密度是



 


其它,0

0,10,
),(

xyxcx
yxp

求 (1) c的值；

=c/3=1,

 c =3

 
1

0 0
][

x

dxcxdy

 







dxdyyxp ),(解：(1)

dxxc 1
0

2

由

 







1),( dxdyyxp

确定C

x

y

0 1

y=x



解: (2) 

求 (2)  P(X>3/4), 

注意积分限

 
1

4/3 0
]3[)

4

3
(

x

dxxdyXP =37/64

y=x

0 1
3/4



解: (3) 

注意积分限

 
2/1

0

1

]3[)
2

1
(

y
dyxdxYP

=11/16

x

y

0 1

y=x

1/2

求 (3) P(Y<1/2)



y
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G




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 
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1
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其它

bxa
abxp

设 G 是平面上的有界区域,其面积为S. 若二维随机变量

(X,Y)的概率密度为






 


,,0

;),(,
1

),(

其它

Gyx
Syxp

则称(X,Y)在G上服从均匀分布.

向平面上有界区域G内任投一质点，

两个常见的二维分布
1. 均匀分布

B

若质点落在G内任一小区域B 的概率与

小区域的面积成正比，而与B的形状及

位置无关. 则质点的坐标(X,Y )在 G 上

服从均匀分布.          

.
),( yx



若二维随机变量(X,Y)具有概率密度








)1(2

1exp{
12

1
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
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

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
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
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
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
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其中 均为常数,  ,,,, 2121

2.正态分布

则称(X,Y )服从参数为

的二维正态分布.        ,,,, 2121

记作(X,Y)～N( ). ,,,, 2
22

2
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2
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21( ) ,
2

x

xf x
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


     e

,0,0 21   1,|| 且

两个常见的二维分布(Cont.)



连续型随机变量的边缘分布

对连续型随机变量( X,Y ) ，

X 和Y 的联合概率密度为

则 ( X,Y ) 关于 X 的边缘概率密度为

),( yxp

 x      dyyxpxpX 



 ,

( X,Y )关于Y 的边缘概率密度为





 dxyxpypY ),()(  y   



例 设(X,Y)的概率密度为










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),(,
13

24

),(

其它

Gyxx
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其中区域G如右图所示，求(X,Y)关于X和Y的边缘

概率密度 ).()( ypxp YX 和

解
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
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即


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例 试求二维正态随机变量的边缘概率密度.

解

2

2 1 2

2

2 1 2

( ) ( )( )
2

y μ x μ y μ
ρ

σ σ σ

  


2
2

22 1 1
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2 1 1
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ρ ρ

σ σ σ
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2 1

2
2 1

1
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y μ x μ
t ρ

σ σρ

  
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  
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二维正态分布的两个边缘分布都是一维正态分布 ,

并且不依赖于参数 .ρ

同理

 y   

可见

也就是说,对于给定的 不同的 对应1 2 1 2
, , , ,μ μ σ σ ρ

不同的二维正态分布,但它们的边缘分布却都是一样的.



例 设二维随机向量(X,Y)的联合概率密度为

),()1(
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
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求(X,Y)关于X,Y的边缘概率密度.
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即
2

2

2

1
)(

x

X exp





同理可得
2

2

2

1
)(

y

Y eyp





X,Y的边缘概率密度为一维正态分布.

所以,边缘概率密度为一维正态分布的二维随机向
量不一定是二维正态分布.



二维正态分布的边缘分布是一维正态分布，这是
二维正态分布(X,Y)的特征，其它分布未必成
立．



例 设随机向量(X,Y)服从区域D上的均匀分布,其中
D={(x,y),x2+y2≤1},求X,Y的边缘密度函数p1(x)和p2(y).

解 (1)由题意得:











其它0

1
1

),(

22 yx
yxp 





 dyyxpxp ),()(1

X

Y

-1 1

2x1y 

2x1y 

当|x|>1时,p(x,y)=0,所以,p1(x)=0

当|x|≤1时,

 













2

2 2

2 1

1 1

1
1 ),(][)(

x

x x

x
dyyxpxp







2

2

1

1

1x

x
dy



2
1

2
x


所以,
















1||0

1||,1
2

)(

2

1

x

xx
xp

，



同理,














1||0

1||,1
2

)(

2

2

y

yy
yp

，



均匀分布的边缘密度不再是一维均匀分布



)()( xXPxF 

 x

X的分布函数

一维随机变量

 

    
 

,

,

F x y

P X x Y y

P X x Y y

   

 

, ,x y

如果对于任意实数

二元函数

称为二维随机变量 的分布函数, ,X Y 或者称为随机

变量 和 的联合分布函数.YX

定义1  ,X Y设 是二维

随机变量,

二维随机变量的分布函数



xX Ox
O

x

y

y

 YX ,
Y

X

 yx,

x

将二维随机变量 看成是平面上随机点的
坐标,

 ,X Y

那么,分布函数 在点 处的函数
值就是随机点 落在下面左图所示的,以点
为顶点而位于该点左下方的无穷矩形域内的概率.

 ,X Y

 ,x y ,F x y

 ,x y

分布函数的函数值的几何解释



       11211222 ,,,, yxFyxFyxFyxF 

 2121 , yYyxXxP 

随机点 落在矩形域 ,X Y
1 2 1 2

[ , ]x x x y y y   

内的概率为

x

y

O

 YX ,

2y

1y
1x 2x



 

  ,0,,

,1,0.1





yFRy

yxF

对任意固定的

且

 

    .1,,0,

,0,,





FF

xFRx对任意固定的

O
x

y

y

 YX ,

X

Y

 yx,

x

 yx,

x

  :, 的性质分布函数 yxF



        .0,,,,0,  yxFyxFyxFyxF

  :, 的性质分布函数 yxF （Cont.）

2. F(x,y)是x的右连续函数，也是y的右连续函数



x

y

O

 YX ,

1x 2x

y yx ,1  yx ,2

  ;,.3 的不减函数和是关于变量 yxyxF

    ;,,

,,

21

2121

yxFyxF

xxRxx

Ry







时

当及

对任意固定的

    ;,,

,,

21

2121

yxFyxF

yyRyy

Rx







时

当及

对任意固定的

 YX ,

  :, 的性质分布函数 yxF （Cont.）



,  ),(  
 


xx yy

ij

i j

pyxF

说明

（１）离散型随机变量 ( X ,Y ) 的分
布函数归纳为

. , , 求和的其中和式是对一切满足 jiyyxx ji 

（２）连续型随机变量 ( X ,Y ) 的分布
函数为

,),(),(   


y x

dxdyyxpyxF



不难得出，对连续型随机变量(X,Y)，
其概率密度与分布函数的关系如下：

yx

yxF
yxp






),(
),(

2

在 p (x,y)的连续点

  


x y

dudvvupyxF ),(),(



{ } { }, } {X i Y j X i Y j    

)()( iXPiXjYP 

ji
p

                              )}{}{( jYiXP  

设随机变量X在 1,2,3 中等可能地取值,例

Y 在 1—X 中等可能地取整数值,求(X,Y)的分布及F(2,2).

解 确定随机变量的取值：

)2,2(

)1,2(

)2,1(

)1,1(









YXP

YXP

YXP

YXP( 1, 2, 3, )i j i 
1

3


1/3     

Y 1         2           3         
X

1

2

3 

1/6 1/6

1/9      1/9       1/9

i j

i j
yx x y

p
 

 

= 2/ 3         

),( jYiXP 

0           0

0

1

i


F(x, y)  = P(X  x , Y y)  

2 2
i j

i j

p
 

F(2 , 2)



⑶ P(0<X 1,0 <Y  2) 
G

dxdyyxf ),( )0,1()2,0()0,0()2,1( FFFF 

例 试求：

⑴常数C;    ⑵分布函数F(x, y);    ⑶ P(0<X1,0<Y2)与P(YX).

解 ⑴

 







 dxdyyxf ),(1 ,

12
C ∴ C=12;

⑵
  


y x

dudvvufyxF ),(),(

记为G

( )3 4
0 0 12 , 0, 0;
x y

u vdu dv x y    


  e

y

xo
G

43(1 )(1 ) 0, 0;,
( , )

, .0

yx x y
F x y

    
  

 其他

e e

xy

( )3 4

00
12

x x ydx dy
     e .

7
4

3 4

0 0

x ydx dyC
    e e

,,0 其他

3 8(1 )(1 )    ；e e G


G

dxdyyxfGYXP ),()),((P(YX)



}{)( xXPxFX  ( ) { }

{ , }

( , )

lim ( , )

Y

x

F y P Y y

P X Y y

F y

F x y


 

   

 



设(X, Y)的联合分布函数F(x, y)则 X 和 Y 的边缘分

布函数 FX(x)   ,  FY(y)  分别为:

},{  YxXP

),(lim yxF
y 



),(  xF

边缘分布函数



对离散型随机变量(X,Y)，

(X,Y)关于X的边缘分布函数为

(X,Y)关于Y的边缘分布函数为













xx

i

xx j

ijX

ii

ppxFxF
1

),()(








 


yy

j

i yy

ijY

jj

ppyFyF
1

),()(



对连续型随机变量(X,Y)，

(X,Y)关于X的边缘分布函数为

(X,Y)关于Y的边缘分布函数为

.)( dxxp
x

X 


.dd),(),()(  






x

X xyyxpxFxF

.)( dyyp
y

Y 


.dd),(),()(  






y

Y yxyxpyFyF



条件分布

{ | }   1, 2,i jP X x Y y i  

正如对两事件A, B，若 可以考
虑条件概率 一样，对二维离散型随
机变量(X,Y)，其分布律为：

我们也可以考虑条件概率

( ) 0,P A 

{ } 0,j jP Y y p  若

{ }    , 1, 2,i j ijP X x Y y p i j   ，

( | )P B A



定义：设(X,Y)是二维离散型随机变量，对
于固定的yj，  { } 0jP Y y 若 ，则称：

{ }
{ | }   1, 2

{ }

i j ij

i j

j j

P X x Y y p
P X x Y y i

P Y y P

 
    



，

j XY y 随机为在 变量 的条件下， .条件分布律



同样，对于固定的xi，  { } 0iP X x 若 ，则称：

{ }
{ | }   1,2

{ }

i j ij

j i

i i

P X x Y y p
P Y y X x j

P X x p

 
    



，

i YX x 随机为在 变量 的条件下， 。条件分布律



例 一射手进行射击，击中目标的概率为
射击直至击中目标两次为止，设以X表示首次击中目标所进
行的射击次数，以Y表示总共进行的射击次数，试求X和Y的
联合分布律和条件分布律。

(0 1),p p 

2 2

( , )

{ , } ,  1 ,  2,3, ,   1, 2, 1.n

X Y

P X m Y n p q q p n m n       

的分布律为：

2 2 1

1 1

{ }

{ , } ,  1,2,n m

n m n m

X P X m

P X m Y n p q pq m
 

 

   



      

的边缘分布律为：

解：

2 2
1

1
{ | } ,  1, 2,

n
n m

m

p q
P Y n X m pq n m m

pq


 


      

( 1,2, ), { } 0m m P X m  对每一 ，

X m Y在 条件下， 的条件分布律为：



1

1

1
2 2 2 2

1

{ } { , }

( 1) ,  2,3,

n

m

n
n n

m

Y P Y n P X m Y n

p q n p q n






 



   

   





的边缘分布律为：

( 2,3, ), { } 0n n P Y n  于是对每一 ，

Y n X在 条件下， 的条件分布律为：

2 2

2 2

1
{ | } ,  1,2, , 1.

( 1) 1

n

n

p q
P X m Y n m n

n p q n




     

 



条件分布函数

{ } 0,P Y y 若 Y y X则在 条件下， 的条件分布函数为：

|

{ , }
( | ) { | }

{ }
X Y

P X x Y y
F x y P X x Y y

P Y y

 
   



{ } 0,  0, { } 0P Y y P y Y y       若 但对任给

Y y X则在 条件下， 的条件分布函数为：

|
0 0

{ , }
( | ) lim { | } lim

{ }
X Y

P X x y Y y
F x y P X x y Y y

P y Y y 




 

   
     

  

| .{ }P X x Y y 仍记为



条件概率密度

| | |

( , )
( | ) ( | ) ( | )

( )
X Y X Y X Y

Y

f x y
f x y F x y f x y

x f y


 


定义 ，则

| |( | ) ( | )X Y X Yf x y F x y
x



 0

{ , }

{ }

P X x y Y y
lim

x P y Y y





    

   

0

( , ) ( , )

( ) ( )Y Y

F x y F x y
lim

x F y F y





  

  

0

0

( , ) ( , )

( ) ( )Y Y

F x y F x y
lim

F y F yx
lim
















 




 

( , )

( )Y

F x y

y

dF yx

dy



 



2 ( , )

 
( )Y

F x y

x y

f y



 


( , )
 

( )Y

f x y

f y


事实上，



定义：条件概率密度

 , ( , ),X Y f x y设二维随机变量 的概率密度为

 , ( ),YX Y Y f y关于 的边缘概率密度为

, ( ) 0Yy f y 若对于固定的

|

( , )

( )

( , )
( | )

( )
X

Y

Y

Y

f x y
f x y

f

f x y

f
X

y

Y y
y



在 的则称 为 ，

记为

的

：

条件下， 条件概率密度

, ( ) 0Xx f x 同理，若对于固定的

|

( , )
( | )

( )
Y X

X

f x y
yx f xX

f x
Y 在 条件下， 为的 ：条件概率密度



例 设二维随机变量(X,Y)在区域{(x,y): |y| < x < 1}内均匀分布,

求条件概率密度 2 1
| 3 2

( | ) { }X Yf x y P X Y 及

1,    1
( , )

0,    

y x
f x y

  
 
 其他

1

d 1 ,   1 1
( ) ( , )

 0,                     

y
Y

x y y
f y f x y dx





     
  






其他

|

1
,    1

1( | )

0,            

X Y

y x
yf x y


 

 

 其他

二
维
均
匀
分
布
的
条
件

分
布
仍
为
均
匀
分
布

2 1
3 2

1
22 3

1

2 3

{ }

( )d

2
2d

3

X Y

P X Y

f x x

x



 



 





解：根据题意，(X,Y) 的概率密度为：

Y的边缘概率密度为：

于是给定y (-1<y<1)，X的条件概率密度为：

x

y

o 1



       0,1 0 1 , ,1

( )Y

X X x x Y x

Y f y

  

。

设数 在区间 上随机取值，当观察到 时 数 在区间 上

随机取值，求 的概率密度

例

 ,Y X Y为求 的概率密度，就要先求 的概率密度；:分析

 
1    0 1

, ( )
0     

X

x
X Y f x

 
 


即可求得 的概率密度,而
其他

X Y X而根据 的边缘概率密度和 在 给定下的条件概率密度，

  |

1
   0 1

, ( , ) ( ) ( | ) 1

0         
X Y X

x y
X Y f x y f x f y x x


  

  



故 的概率密度为：

其他

0

1
d ln(1 )   0 1

    ( ) ( , )d 1

0                                      

y

Y

Y

x y y
f y f x y x x






    

  






所以 的边缘概率密度为：

其他



随机变量的独立性

}{},{ dYcbXa 

},{}{},{ dYcPbXaPdYcbXaP 

定义

则称随机变量

设X,Y是两个随机变量，若对于任意的

a,b(a<b);c,d(c<d),

事件 相互独立，即

YX , 相互独立.



相互独立和YX

说明

2) 若离散型随机变量 ( X,Y )的联合分布律为

.,2,1,,},{  jipyYxXP ijji

 ).()(),( yFxFyxF YX相互独立和YX

则有边缘分布函数分别为

的联合分布函数为设随机变量

),(),(

),,(),()1

yFxF

yxFYX

YX

},{}{},{ jiji yYPxXPyYxXP 





相互独立和YX

则有边缘概率密度分别为

的联合概率密度为设连续型随机变量

),(),(),,(

),()3

ypxpyxp

YX

YX

在平面上几乎处处成立。

在平面上几乎处处成立:允许在平面上存在

面积为零的集合，在其上等式

不成立.

)()(),( ypxpyxp YX

 ).()(),( ypxpyxp YX



例已知 ( X, Y ) 的联合概率密度为

讨论X ,Y 是否独立？



 


其他,0

10,10,4
),(1

yxxy
yxp



 


其他,0

10,0,8
),(2

yyxxy
yxp

(1)

(2)



解

(1) 由图可知边缘密度函数为

1

1



 


其他,0

,10,2
)(

xx
xpX



 


其他,0

,10,2
)(

yy
ypY

显然，
)()(),(1 ypxpyxp YX

故X ,Y 相互独立



(2) 由图可知边缘密度函数为



 


其他,0

,10),1(4
)(

2 xxx
xpX



 


其他,0

,10,4
)(

3 yy
ypY

显然， )()(),(2 ypxpyxp YX

故X ,Y 不独立

1

1



因为 X 与 Y  相互独立,解 所以

求随机变量 ( X, Y ) 的分布律.

例 设两个独立的随机变量X 与Y 的分布律为

X

X
P

31

7.03.0

Y

Y
P

42

4.06.0

.}{}{},{ jiji yYPxXPyYxXP 

}4{}1{}4,1{  YPXPYXP 4.03.0  ,12.0

}2{}1{}2,1{  YPXPYXP 6.03.0  ,18.0

}2{}3{}2,3{  YPXPYXP 6.07.0  ,42.0

}4{}3{}4,3{  YPXPYXP 4.07.0  .28.0



的联合分布律为因此 ),( YX

Y
X 42

1

3

18.0 12.0

42.0 28.0



设 （ X,Y）～N( ) ,,,, 2
2

1
2

21

X,Y相互独立吗？

证明：X,Y相互独立 0 
证：

2

1

1

22

21

)[(
)1(2

1
exp{

12

1
),(















x
yxp

]})())((2 2

2

2

2

2

1

1




















yyx



，得由 0

]})()[(
2

1
exp{

2

1
),( 2

2

22

1

1

21 















yx
yxp

例



]})()[(
2

1
exp{

2

1
),( 2

2

22

1

1

21 















yx
yxp

),(~
2

11 NX因为 ),(~
2

22 NY






xexp

x

X ,
2

1
)(

2
1

2
1

2

)(

1







所以






yeyp

x

Y ,
2

1
)(

2
2

2
2

2

)(

2







)()(),( ypxpyxp YX易见

由x,y的任意性知，上式对一切x,y成立，
故X和Y相互独立



已知X和Y相互独立

)()(),(,, ypxpyxpyx YX 有即对

21 ,   yx令

)()(),( 2121  YX ppp 则，
2

1

1

22

21

)[(
)1(2

1
exp{

12

1
),(















x
yxp ]})())((2 2

2

2

2

2

1

1




















yyx

 2

1

2

1

12

1

21
2

2


1

即

011
2   故





例 某种保险丝的寿命(以一百小时计) X 服从指数分

布,其概率密度为

(1) 有两只这种保险丝，其寿命分别为 设

相互独立，求 的联合概率密度.

(2)  在(1)中，一只是原装的，另一只是备用的，备用的

只在原装的熔断时自动投入工作，于是两只保险丝的总

寿命为 ，求













.,0

0,
3

1

)(
3

其它

xe
xf

x

,, 21 XX

21 , XX 21 , XX

21 XX  }.1{ 21  XXP



因两只保险丝的寿命 相互独立，故

的联合概率密度为

,, 21 XX 21 , XX

Ｘ１概率密度为













.,0

0,
3

1

)( 1
3

1

1

其它

xe
xf

x

Ｘ２概率密度为













.,0

0,
3

1

)( 2
3

2

2

其它

xe
xf

x

)()(),( 2121 21
xfxfxxf XX

解 (1)













.,0

,0,0),
3

1
)(

3

1
( 21

33
21

其它

xxee
xx
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
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其它
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xxf
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一般n维随机变量的一些概念和结果

 

1 2

1 1 1 2 2

1

2

2

, , ,

        ( , , ) { , ,

, , ,

, }

n

n n n

n

n x x x n

F x x x P X x X x

X X

x

n

X

X

   

    对于任意 个实数 ， 元函数：

    维随机变

分

量 的分称

布函数

为 布函数。

 

 

1 2

1 2

1 2 1 2

1 1 2

1 2

2

        , , , ( , , , )

         { , , , }   1,2, ,     1,2,

, , ,

n

n

n i i ni

i i n ni j

n

X X X x x x

P X x X x X x

n X X

i j n

X

    

设 所有

维离散型随机

离散型随机变量

可能取值为

    称为

的分布

变

律

量 的分布律。

 

1 1

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( , , , ) , , ,

         ( , , ) ( , , )d d d

        ( , , , ) , , ,

n n

n n

x x x

n n n

nn

f x x x x x x

F x x x f t t t t t t

f X Xx Xx x



  
   

    若存在非负函数 ，使得对于任意实数

则称

连续型随机变量

的概率

的概率密

为

度

密度函数。



 1 2 1 2, , , ( , , )n nX X X F x x x如 的分布函数 已知，

 1 2, , , (1 )nX X X k k n 则 的 维边缘分布函数就随之确定。

如:

边缘分布函数

2 11( , , , )nn X XX X称为 维随机变量 。关于 的边缘分布函数

2 1 21( , , , ) ( , )n Xn X X XX  称为 维随机变量 。关于 的边缘分布函数

其它依此类推.

1 1 1( ) ( , , , , )XF x F x   

1 2, 1 2 1 2( , ) ( , , , , , )X XF x x F x x   



边缘分布律

2 1 21 1( , , , ) , ( , )nX X X X X X关于 关则 分的 别为于 边缘分布律

1 2

1 2

1 1 2 2

( , , , )

{ , , , }   1,2, ,     1,2,
n

n

i i n ni j

n X X X

P X x X x X x i j n    

若 维离散型随机变量 的分布律为

1 2( , , , ) (1 ) .nX X X k k n 同理可得 的 维边缘分布律

1 1 2

2 3

1 1 1 1 2 2

, ,

{ } { , , , }
n

n

i i i n ni

i i i

P X x P X x X x X x    

1 2 1 2

3 4

1 1 2 2 1 1 2 2

, ,

{ , } { , , , }
n

n

i i i i n ni

i i i

P X x X x P X x X x X x     



2 1 21 1( , , , ) , ( , )nX X X X X X关于 关则

为

于 的

分别

边缘概率密度

1 2( , , , ) (1 ) .nX X X k k n 同理可得 的 维边缘概率密度

1 2 1 2( , , , ) ( , , , ) ,n nf x x x X X X若 是 的概率密度

1 1 1 2 2 3( ) ( , , , )d d d ,X n nf x f x x x x x x
  

  
   

1 2, 1 2 1 2 3 4( , ) ( , , , )d d d .X X n nf x x f x x x x x x
  

  
   

边缘概率密度函数



1 21 2 1 2

1 2, , , ,

              ( ,  , , ) ( ) ( ) ( )
nn X X n

n

XF x x x F x x F x

x

F

x x



若对于所有的 有：

1 2, , , nX X X 是则称 的.相互独立

   1 2 1 2, , , , , ,m nX X X Y Y Y与 的独立性

 1 2 1 1 2, , , ( , , ),m mX X X F x x x设 的分布函数为

 1 2 2 1 2, , , ( , , ),n nY Y Y F y y y的分布函数为

 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , , ( , , , , , )m n m nX X X Y Y Y F x x x y y y的分布函数为

1 2 1 2 1 1 2 2

2

1 2

1 1 2

( ,

, , ;

, , , , , , ) ( , , ) ( )

,

,

,

,m n m

m n

nF x x x y y y F x x

x x x y y y

x F y y y

若对所有 ，有

   1 2 1 2, , , , , ,m nX X X Y Y Y与 相则称 互独立.

相互独立



   1 2 1 2, , , , , ,m nX X X Y Y Y设 与 相互独立，

   1,2, , 1,2, ,i jX i m Y j n 则 与 相互独立。

   1 2 1 2, , , , , ,m nh x x x g y y y且 和 是连续函数，

   1 2 1 2, , , , , ,m nh X X X g Y Y Y则 和 相互独立。

定理1：

定理2：    1 2 1 2, , , , , ,m nX X X Y Y Y设 与 相互独立，

若连续型随机向量(X1, …,Xn)的概率密度函数

f(x1, …,xn)可表示为n个函数g1, …,gn之积，其中

gi只依赖于xi，即

f(x1, …,xn)= g1(x1) …gn(xn)

则X1, …,Xn相互独立, 且Xi的边缘密度fi(xi)与gi(xi)

只相差一个常数因子.

定理3：



若两个随机变量相互独立,  且又有相同
的分布, 不能说这两个随机变量相等. 如

X

P

-1       1

0.5     0.5

Y 

P

-1       1

0.5     0.5

X ,Y 相互独立，则

X

-1

1

-1         1

0.25     0.25

Y 

pij

0.25     0.25

P (X = Y ) = 0.5, 故不能说X = Y .

注意



二维随机变量函数的分布

我们讨论了一维随机函数的分布，现在我

们进一步讨论:

当随机变量X1, X2, …,Xn的联合分布已知时，

如何求出它们的函数

Y=g(X1, X2, …,Xn),    i=1,2,…,m

的分布?



离散型分布的情形

例 若X、Y独立，P(X=k)=ak , k=0,1,2,…,   

P(Y=k)=bk , k=0,1,2,… ,

求Z=X+Y的概率函数.

解:  )()( rYXPrZP 





r

i

irYPiXP
0

)()(

=a0br+a1br-1+…+arb0





r

i

irYiXP
0

),(

由独立性

此即离散
卷积公式

r=0,1,2, …

和的分布：Z = X + Y



离散型分布的情形

例 若X、Y独立，P(X=k)=ak , k=0,1,2,…,   

P(Y=k)=bk , k=0,1,2,… ,

求Z=X+Y的概率函数.

解:  )()( rYXPrZP 





r

i

irYPiXP
0

)()(

=a0br+a1br-1+…+arb0





r

i

irYiXP
0

),(

由独立性

此即离散
卷积公式

r=0,1,2, …

和的分布：Z = X + Y



拓展：卷积的定义

离散形式

连续形式

应用场景

信号分析，图像处理，卷积网络等



拓展：卷积的定义-举例

扔骰子：有两枚骰子，把它们都抛出去，两
枚骰子点数加起来为4的概率是多少?



拓展：卷积的定义-举例

扔骰子：有两枚骰子，把它们都抛出去，两
枚骰子点数加起来为4的概率是多少?

两个函数的卷积，本质上就是先将一个函数翻转，然
后进行滑动叠加。



X
Y 012 

1

2

1

3

12

3

12

1

12

1

0
12

1

12

2

12

2
0

12

2

的分布律为设随机变量 ),( YX例

.的分布律求 YX 



概率

),( YX )2,1( 

12

1

)1,1( 

12

1

)0,1(

12

3









2

2

1
,

12

2


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




1

2

1
,

12

1

)2,3( 

12

2

)0,3(

12

2

解

等价于

X
Y 012 

1

2

1

3

12

3

12

1

12

1

0
12

1

12

2

12

2
0

12

2



概率

),( YX )2,1( 

12

1

)1,1( 

12

1

)0,1(

12

3









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2

1

12

2






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
1,

2

1
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1

)2,3( 

12
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)0,3(

12

2

YX  3 2 1
2

3

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1
 1 3

YX 
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 1 3
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的分布律分别为所以 YX 



解：依题意





r

i

irYiXPrZP
0

),()(

例 若X和Y相互独立,它们分别服从参数为
的泊松分布,  

证明Z=X+Y服从参数为
21,

21   的泊松分布
.

由卷积公式

i=0,1,2,…

j=0,1,2,…

!
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i

e
iXP

i

1
1



!
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e
jYP

j
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2









r

i

irYiXPrZP
0

),()(

由卷积公式





r

i 0

i-r

2-
i

1-

i)!-(r
e

i!
e 21

 



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r

ir
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r!
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21


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,)(
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r
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e







即Z服从参数为 的泊松分布.21  

r=0,1，…



例 设X和Y相互独立，X~B(n1,p),Y~B(n2,p),   

求Z=X+Y 的分布.

回忆第二章对服从二项分布的随机变

量所作的直观解释:

我们给出不需要计算的另一种证法:

同样，Y是在n2次独立重复试验中事件A出现

的次数,每次试验中A出现的概率为p.

若X~ B(n1,p),则X是在n1次独立重复试

验中事件A出现的次数,每次试验中A出现的

概率都为p.



故Z=X+Y 是在n1+n2次独立重复试验

中事件A出现的次数，每次试验中A出现

的概率为p,于是Z是以（n1+n2，p）为参数

的二项随机变量

即: 若X与Y相互独立，
X～B(n1,p)，Ｙ～B(n２,p)，
则 X+Y～B(n1+n2,p)

二项分布的可加性



例 设X和Y的联合密度为 p (x,y),求Z=X+Y的
密度

解: Z=X+Y的分布函数是:

FZ(z)=P(Z≤z)=P(X+Y ≤ z)


D

dxdyyxp ),(

这里积分区域D={(x, y): x+y ≤z}

是直线x+y =z 左下方的半平面.

连续型分布的情形

和的分布：Z = X + Y



化成累次积分,得





zyx

Z dxdyyxpzF ),()(

 









yz

Z dydxyxpzF ]),([)(

 









yz

dxdyyxp ]),([





 dyyyzpzFzp ZZ ),()()( '

由X和Y的对称性,  fZ (z)又可写成





 dxxzxpzFzp ZZ ),()()( '

以上两式是两个随机变量和的概率密度的一般公式.



特别，当X和Y独立，设(X,Y)关于X,Y的边缘

密度分别为pX(x) , pY(y) ,  则上述两式化为:





 dyypyzpzp YXZ )()()(

这两个公式称为卷积公式 .





 dxxzpxpzp YXZ )()()(



为确定积分限,先找出使被积函数不为0的区域

例若X和Y 独立,具有共同的概率密度

求Z=X+Y的概率密度 .


 


其它,0

10,1
)(

x
xp





 dxxzpxpzp YXZ )()()(

解:  由卷积公式









10

10

xz

x
即









1

10

xzx

x



















 





其它,0

21,2

10,

)(
1

1

0

z

z

Z zzdx

zzdx

zp

如图示:

于是

为确定积分限,先找出使被积函数不为0的区域









10

10

xz

x
即





 dxxzpxpzp YXZ )()()(









1

10

xzx

x



解法二 从分布函数出发

)()( zYXPzFZ 





zyx

dxdyyxp ),(

当z < 0 时， 0)( zFZ

1

y

x

1

可用卷积公式直接求密度函数与通过分布函
数求密度函数两种方法求和的分布





zyx

Y dxdyypxp )()(X



当0  z < 1 时，


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Z dydxzF
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z

dxxz
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当1 z < 2 时，


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
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zZ dydxzzF
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当2  z 时，
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0)( zpZ
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例设随机变量X1和X2相互独立,且均服从标准
正态分布N~(0,1),求Y= X1+X2的概率密度函数.

解 由题意得


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
 dxxpxypypY )()()( 21
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X1和X2相互独立,故
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结论:    两个独立的正态分布的随机变量的和

仍服从正态分布.

X1+X2~N(μ1+ μ2,σ1
2+ σ2

2)

正态分布的可加性

.即:若X1~N(μ1,σ1
2), X2~N(μ2,σ2

2), X1,X2独立,则

有限个独立正态变量的线性组合仍服从正态

分布.

更一般地, 可以证明:



推论:有限个独立的正态分布的线性函数

仍服从正态分布.

即:若Xi~N(μi,σi
2), (i=1,2,...n), X1,X2, ...Xn相

互独立,实数a1,a2,...,an不全为零,则

),(~
1

22

11




n

i

ii

n

i

ii

n

i

ii aaNXa 

特别, 若X1,X2, ...Xn独立同正态分布N(μ,σ2) ,





n

i

iX
n

X
1

,
1

),(~
2

n
NX


则记:



连续型随机变量商的分布

 

 ，，数为

，其联合密度函是二维连续型随机变量，设

yxp

YX

，令：
Y

X
Z 

 ．的密度函数计算随机变量 zp
Y

X
Z Z

 ．的分布函数首先计算随机变量 zF
Y

X
Z Z

   zZPzFZ 








 z
Y

X
P



 




z
y

x

dxdyyxp ，

   




00 yz
y

x
yz

y

x

dxdyyxpdxdyyxp

，，

，，

   



00 yzyxyzyx

dxdyyxpdxdyyxp
，，

，，

   







zy

zy
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0
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yzx 

yzx 

连续型随机变量商的分布(Cont.)

   zZPzFZ 








 z
Y

X
P



；时，，当则 zuzyxydudx 

；，因而有时，注意到当  uyx 0

   yduyuypdydxyxpdy

zzy










 ，，
00

 dyyuyypdu

z
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


0

，  dyyuypydu

z







0

，

连续型随机变量商的分布(Cont.)

  ，中，作变换，在第一个积分 uyxdxyxpdy

zy






0



；时，，当则 zuzyxydudx 

  ，中，作变换，同理，在第二个积分 uyxdxyxpdy
zy






0

；，因而有时，注意到当  uyx 0

   yduyuypdydxyxpdy
zzy
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

0

，

连续型随机变量商的分布(Cont.)



连续型随机变量商的分布(Cont.)

义有所以，由密度函数的定

     dyyuypydudyyuypyduzF

zz

Z 
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
 ，

故

 zpZ
 dyyzypy





，



连续型随机变量商的分布(Cont.)

相互独立，则有与特别地，如果随机变量 YX

     ypxpyxp YX，

此时，我们有

     




 dyypyzpyzp YXZ



补充结论：

则令： ,YXZ 

   




 dyyyzpzpZ ，

 

 ，，数为

，其联合密度函是二维连续型随机变量，设

yxp

YX（1）

则令： ,XYZ 

（2）  

 ，，数为

，其联合密度函是二维连续型随机变量，设

yxp

YX
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M=max(X,Y)及N=min(X,Y)的分布

求M=max(X,Y)  及N=min(X,Y)的分布函数.

设X，Y是两个相互独立的随机变量，

它们的分布函数分别为FX(x)和FY(y),



M=max(X,Y)不大于z等价于X和Y都不大于z，

故有 P(M≤z)=P(X≤z,Y≤z)

又由于X和Y相互独立,

于是得到M=max(X,Y)的分布函数为:  

FM(z)=P(M≤z)

=P(X≤z)P(Y≤z)

=P(X≤z,Y≤z)

即有 FM(z)= FX(z)FY(z) 



类似地，可得N=min(X,Y)的分布函数是

下面进行推广

即有 FN(z)= 1-[1-FX(z)][1-FY(z)] 

=1-P(X>z,Y>z)

FN(z)=P(N≤z) =1-P(N>z)

=1- P(X>z)P(Y>z)



设X1,…,Xn是n个相互独立的随机变量,

)(xF
iX (i =0,1，…, n)它们的分布函数分别为

M=max(X1,…,Xn)的分布函数为:  

)()(
1

zFzF XM  )(zF
nX

…

N=min(X1,…,Xn)的分布函数是

)](1[1)(
1

zFzF XN  … )](1[ zF
nX

特别，当X1,…,Xn相互独立且具有相同分布

函数F(x)时，有 FM(z)=[F(z)] n

FN(z)=1-[1-F(z)] n

与二维情形类似，可得:  



.,,, 21 为任意实数其中 nxxx 

二维随机变量的推广

},,,,{),,,( 221121 nnn xXxXxXPxxxF  

(1) 分布函数

的分布函数维随机变量 ),,,( 21 nXXXn 



有实数

使对于任意若存在非负函数

n

n

xxx

xxxf

,,,

),,,,(

21

21





.

),,,(),,,( 2121

度函数

的概率密为则称 nn XXXxxxf 
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xxxxxxf
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1 1
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(2) 概率密度函数

  
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
 ,1ddd),,,( 2121 nn xxxxxxf 

二维随机变量的推广(Cont.)



二维随机变量的推广(Cont.)

.

),,,( 121

分布函数

边缘的关于维随机变量称为 XXXXn n

.

 ),( ),,,( 2121

边缘分布函数

的关于维随机变量称为 XXXXXn n

其它依次类推.

),,,,()( 111
 xFxFX

),,,,,(),( 2121, 21
 xxFxxF XX

(3) 边缘分布函数



二维随机变量的推广(Cont.)

边缘概率密度分别为

的关于关于则 ),(,),,,( 21121 XXXXXX n

.

)1(),,,( 21

率密度

维边缘概的同理可得 nkkXXX n 
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(4) 边缘概率密度函数



二维随机变量的推广(Cont.)

(5) 相互独立性

有若对于所有的 nxxx ,,, 21 

.,,, 21 是相互独立的则称 nXXX 

有若对于所有的 nm yyyxxx ,,,,,,, 2121 
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.),,(),,( 11 相互独立与则称随机变量 nm YYXX 



作业：

Exes.:  2, 3, 9, 13, 14, 15, 18,20, 24, 29


