
Chapter 4

随机变量的数字特征



随机变量的数学期望
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前面的课程中，我们讨论了随机变量及其分

布，如果知道了随机变量X 的概率分布，那么X 

的全部概率特征也就知道了.

但在实际问题中，概率分布一般是较难确定

的. 而且在一些实际应用中，人们并不需要知道

随机变量的一切概率性质，只要知道它的某些数

字特征就够了.



随机变量的数学期望(Cont.)

例如，评定一批灯泡的质量,主要应看这批灯

泡的平均寿命和灯泡寿命相对于平均寿命的偏

差．平均寿命越长,灯泡的质量就越好,灯泡寿

命相对于平均寿命的偏差越小,灯泡的质量就越

稳定．

因此，在对随机变量的研究中，确定某

些数字特征是重要的 .

最常用的数字特征是: 数学期望、方差



一维随机变量的数学期望

随机变量的数学期望是概率论中最重要的概

念之一.  它的定义来自习惯上的平均值概念.

引例 将一枚骰子掷100次，各点数出现的次数与频率如

下,求每次投掷的平均点数．

点数 1             2             3           4          5            6

次数

频率

14              21              17           22           10             16

14/ 100  21/ 100      17/ 100    22/ 100    10/ 100    16/ 100 

数学期望的概念

(1) 离散型变量数学期望的定义



一维随机变量的数学期望(Cont.)

试验次数很大时,

频率会接近于概率pk

点数 1             2             3           4          5            ６

次数

频率

14             21            17          22          10               16

14/ 100  21/ 100   17/ 100    22/ 100    10/ 100       16/ 100 

抽象出
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的加权平均

离散型变量数学期望的定义



一维随机变量的数学期望(Cont.)

定义
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即

记为简称期望或均值的数学期望变量

为随机则称级数绝对收敛若级数

的分布律为设离散型随机变量
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变而改变其值不会因各项的次序的改

是为了保证级数收敛级数 
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几点说明:



一维随机变量的数学期望(Cont.)

(2) 数学期望E(X)是一个常数,而非变量．它既不是

随机变量所有可能取值的算术平均值，也不是随机

变量的有限次观测值的算术平均值．它是一种以概

率为权的加权平均值,它从本质上体现了随机变量 X  

取可能值的真正的平均值，具有重要的统计意义．

请看下面的例子和实验

随机变量 X 的算术平均值为 ,5.1
2

21




假设

.98.198.0202.01)( XE

X 21

020. 980.p

X 的期望为



一维随机变量的数学期望(Cont.)

为他们射击的分布律分别乙两个射手、甲 ,

试问哪个射手技术较好?

实例1 谁的技术比较好?

乙射手
击中环数

概率

1098

2.0 5.0 3.0

甲射手
击中环数 1098

3.0 1.0 6.0概率

解

),(3.96.0101.093.08)( 1 环XE

),(1.93.0105.092.08)( 2 环XE

., 21 XX数分别为设甲、乙射手击中的环

故甲射手的技术比较好.



一维随机变量的数学期望(Cont.)

实例２ 如何确定投资决策方向?

某人有10万元现金，想投资于某项目，预估成功的机会

为 30%，可得利润8万元 ， 失败的机会为70%，将损失 2 

万元．若存入银行，同期间的利率为5% ，问是否作此项投

资?

解 设 X 为投资利润，则

),(17.023.08)( 万元XE 存入银行的利息:

),(5.0510 万元 % 故应选择投资.

X
p

8 2

3.0 7.0



一维随机变量的数学期望(Cont.)

几个重要随机变量的期望

1.0-1分布的数学期望
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E(X) =1*p+0*(1-p)=p



一维随机变量的数学期望(Cont.)

2. 二项分布B(n, p)
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一维随机变量的数学期望(Cont.)



一维随机变量的数学期望(Cont.)

3.泊松分布
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一维连续型随机变量的数学期望

设X是连续型随机变量，其密度函数为f (x),在

数轴上取很密的分点x0 <x1<x2< …,

则X落在小区间[xi, xi+1)的概率是
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小区间[xi, xi+1)

阴影面积近似为

ii xxf )(

))(( 1 iii xxxf  



一维连续型随机变量的数学期望(Cont.)

由于xi与xi+1很接近, 所以区间[xi, xi+1)中的值

可以用xi来近似代替.
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它的数学期望是


k

kkk xxfx )(

x1 x2 … xk …X  

pk f (x1)x1            f (x2)x2 … f (xk)xk …

因此 X  ≈ 取值 xk、概率为 的离散型随机
变量,

kk xxf )(



定义2 设X是连续型随机变量，其密度函数为 f (x),

如果积分



 dxxxf )(

绝对收敛,则称此积分值为X的数学期望, 即

请注意 : 连续型随机变量的数学期望是一个绝对

收敛的积分.
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一维连续型随机变量的数学期望(Cont.)



例 设随机变量 X 密度为 ,
)1(
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试证 E(X)不存在.
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柯西分布
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数学期望不存在的随机变量

不绝对收敛



xxfx d)(

../../teaching/概率论与数理统计课件/郑州轻工业大学/数学期望2.exe
../../teaching/概率论与数理统计课件/郑州轻工业大学/数学期望2.exe


均匀分布U(a, b)
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一维连续型随机变量的数学期望(Cont.)



指数分布












00

0
)(

x

xe
xf

x



1


dxexXE x





0

)(  



0

xxde 

dxexe xx







 
0

0



一维连续型随机变量的数学期望(Cont.)
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解 
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例 顾客平均等待多长时间?

设顾客在某银行的窗口等待服务的时间

X(以分计)服从参数为 的指数分布,

其概率密度为

试求顾客等待服务的平均时间?
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因此, 顾客平均等待 分钟就可得到服务.

一维连续型随机变量的数学期望(Cont.)



正态分布 N(, 2)
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一维连续型随机变量的数学期望(Cont.)



数学期望的性质

1. 设C是常数，则E(C)=C;

2. 若k是常数，则E(kX)=kE(X);

3. E(X+Y) = E(X)+E(Y);
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4. 设X，Y相互独立，则
E(XY) = E(X)E(Y);



数学期望性质的应用

例 求二项分布的数学期望

X~B(n,p), 

若设

则 X= X1+X2+…+Xn

= np






次试验失败如第

次试验成功如第

i

i
X i

0

1 i=1,2，…，n

因为 P(Xi =1)= p, P(Xi =0)= 1-p
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)(所以 E(X)=

X表示n重伯努利试验中的“成功” 次数.

E(Xi)= )1(01 pp  = p



例 一民航送客车载有20位旅客自机场开出,旅客有

10个车站可以下车,如到达一个车站没有旅客下车就

不停车.以X表示停车的次数，求E(X).(设每位旅客

在各个车站下车是等可能的,并设各旅客是否下车相

互独立)
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站有人下车在第

站没有人下车在第

引入随机变量解

1021 XXXX  易知

数学期望性质的应用(Cont.)



数学期望性质的应用(Cont.)

按题意
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数学期望性质的应用(Cont.)

将X分解成数个随机变量之和,然后利用随机变量

和的数学期望等于随机变量数学期望的和来求数学
期望,此方法具有一定的意义.



设已知随机变量X 的分布

一种方法是: g(X)也是随机变量,它的分布可

以由已知的X 的分布求出来 .一旦知道了g(X) 

的分布, 就可以按照期望定义把 E[g(X)] 计算

出来 . 

下面的定理指出答案是肯定的.

是否可以不先求g(X)的分布而只根据X的

分布求得E[g(X)]呢？

如何计算 X 的某个函数g(X) 的期望 ？

一维随机变量函数的数学期望



(1)   当X为离散型时,它的分布率为P(X= xk)=pk ;

绝对收敛，则有若
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定理 设Y是随机变量X的函数:Y=g (X) (g是连续函数)

一维随机变量函数的数学期望(Cont.)



(2)   当X为连续型时,它的密度函数为f(x).若

绝对收敛，则有
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一维随机变量函数的数学期望(Cont.)



例：设随机变量X的分布律为

解:

求随机变量Y=X2的数学期望

X
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一维随机变量函数的数学期望(Cont.)
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例：长途汽车起点站于每时的10分、30分、55分
发车，设乘客不知发车时间，于每小时的任意时

刻随机地到达车站，求乘客的平均候车时间

解:设乘客于某时X分到达车站,候车时间为Y,则
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例

密度

即具有概率上服从均匀分布在设风速 ,),0( aV
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解：由上面的公式

一维随机变量函数的数学期望(Cont.)



例:设X服从N(0，1)分布，求E(X2),E(X3),E(X4)
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接上



二维随机变量的数学期望

离散二维随机变量的数学期望
连续型二维随机变量的数学期望
二维随机变量函数的数学期望

二维随机变量的数字特征



1 1 1 1

( ) , ( )i i j j i j

i j i j

E X x p E Y y p
   

   

  

1 1 1 1 1

( ) { } ( )j j j ij j ij

j j i i j

E Y y P Y y y p y p
    

    

      

{ , }  ,  , 1,2,i j i jP X x Y y p i j   

1 1 1 1 1
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i i j i j

E X x P X x x p x p
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定理 设二维离散型随机变量(X,Y)的联合概率分布为

则

证明 关于X的边缘分布为

于是有

同理可得



求随机变量X和Y的数学

期望．

于是有

解 由(X,Y)的联合分布律可得关于X、Y的边缘分布分

别为

例 设二维离散型随机变量(X,Y)的联合概率分布表为

1           2 

5/8        3/8

X

P

1           2         3

3/8        1/4      3/8

Y

P

5 3 11
( ) 1 2

8 8 8
E X     

3 1 3
( ) 1 2 3 2

8 4 8
E Y       



定理 设二维连续型随机变量(X,Y)的概率密度函

数为 f (x, y), 则有

( ) ( , )d d ,E X xf x y x y
 

 
  

( ) ( , )dXf x f x y y



 

于是有

( ) ( , )d dE Y yf x y x y
 

 
  

证 关于X、Y的边缘概率密度函数分别为

( ) ( , )dYf y f x y x
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如果(X,Y)为离散型随机向量，其联合概率分布为

P{ X=xi Y=yj} = pij i,j =1,2,3,…,

如果 则Z=g (X,Y)的数学期望为

ijj

i j
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二维随机变量函数的数学期望



设二维随机向量（X，Y）为连续型随机变量，它的联合

概率密度为f(x,y),若 收敛, 则Z=g

(X,Y)的数学期望为：

 







 dxdyyxfyxgYXgEZE ),(),()],([)(
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二维随机变量函数的数学期望(Cont.)
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 其它

解

例 设二维随机变量 的密度函数为( , )X Y
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随机变量的数学期望，体现了随机变量取值

的平均水平，是随机变量的一个重要的数字特

征.

但是在一些场合，仅仅知道平均值是不够的.

随机变量的方差



随机变量的方差(Cont.)

例如，某零件的真实长度为a，现用甲、
乙两台仪器各测量10次，将测量结果X用坐
标上的点表示如图：

a
    

乙仪器测量结果

a
     

甲仪器测量结果

较好

测量结果的

均值都是 a

因为乙仪器的测量结果集中在均值附近

你认为哪台仪
器好一些呢？



随机变量的方差(Cont.)

又如,甲、乙两门炮同时向一目标射击10发炮
弹，其落点距目标的位置如图：

哪门炮射击效果
好一些呢?

甲炮射击结果 乙炮射击结果
乙炮

因为乙炮的弹着点较集中在中心附近 .












  



  

中心 中心



一维随机变量的方差

由此可见,研究随机变量与其均值的偏离程度是

十分必要的.那么,用怎样的量去度量这个偏离程度

呢?容易看到

这个数字特征就是: 方差

})({ XEXE 

能度量随机变量与其均值E(X)的偏离程度. 但
由于上式带有绝对值,运算不方便,通常用量

})]({[
2

XEXE 

来度量随机变量X与其均值E(X)的偏离程度.



一维随机变量方差的定义

设X是一个随机变量，若E[(X-E(X)]2存在 , 称

E[(X-E(X)]2 为 X 的方差.   记为D(X)或Var(X)，即

具有相同的量纲。，它与记为

的标准差或均方差称为方差的算术平方根

XX

XXD

)(

)(



D(X)=Var(X)=E[X-E(X)]2

E(X):是一个数；

Y＝[(X-E(X)]2：是随机变量X的函数

E(Y):随机变量X函数的数学期望



若X的取值比较分散，则方差D(X)较大.

方差刻划了随机变量的取值对于其数学期望的

离散程度 .

若X的取值比较集中，则方差D(X)较小；

因此，D（X）是刻画X取值分散程度的一个量，它

是衡量X取值分散程度的一个尺度。

一维随机变量方差的定义(Cont.) 



X为离散型，

分布率

P{X=xk}=pk

由定义知，方差是随机变量 X 的函数

g(X)=[X-E(X)]2 

的数学期望 .
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一维随机变量方差的计算

X为连续型，X概率密度f(x)



计算方差的一个简化公式

D(X)=E(X2) - [E(X)]2 展开

证：D(X)=E[X-E(X)]2

=E{X2-2XE(X)+[E(X)]2}

=E(X2)-2[E(X)]2+[E(X)]2

=E(X2)-[E(X)]2

利用期望

性质

一维随机变量方差的计算(Cont.)



例 设随机变量X具有(0—1）分布，其分布率为

pXPpXP  }1{,1}0{

求D(X) .  

解 pppXE  1)1(0)(

pppXE  222
1)1(0)(

由公式

)1()]([)()(
222

ppppXEXEXD 

因此,0-1分布

)1()(,)( ppXDpXE 



二项分布

设随机变量X～B(n, p), 其概率分布为:

{ } , 0,1, 2, , , 1k k n k

nP X k C p q k n q p    

则 D(X) =E(X2)- [E(X)]2。事实上

2( ) [ ( 1) )] [ ( 1)] ( )E X E X X X E X X E X     
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n

k k n k
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k

k k C p q np
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所以
D(X)=E(X2)- [E(X)]2 = n(n -1)p2 +np - n2p2 = np(1-p)

2 2
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接上



例 。，求设 )()(~ XDX 

解 X的分布率为
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泊松分布就被确定了

只要知道分布率中只含一个参数。泊松分布的

等于数学期望与方差相等，由此可知，泊松分布的



 22
)]([)()( XEXEXD

因此,泊松分布

  )(,)( XDXE

接上



例 。，求设 )(),(~ XDbaUX

解 的概率密度为X
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因此,均匀分布
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例 设随机变量X服从指数分布,其概率密度为
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由此可知,指数分布
2/1/1   ）（，）（ XDXE



正态分布 设X～N(, 2)概率密度为：
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接上



例 以X表示在一天的某一时间段内乘小汽车通过

某一个十字街口的乘客（包括司机在内）的人数。

已知X的分布律为

X

k
p

1 2 3 4 5 6 7

0.52 0.27 0.11 0.05 0.02 0.02 0.01

求数学期望E(X)，方差D(X)以及标准差 .)( XD

)(88.101.0702.0602.05

05.0411.0327.0252.01

人
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解



故
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接上
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具有概率密度设随机变量
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方差的性质

证明 22
)]([)()( CECECD 

(1) 设 C 是常数, 则有 .0)( CD
22

CC  .0

(2) 设 X 是一个随机变量, C 是常数, 则有

).()(),()(
2

XDCXDXDCCXD 

证明 )(CXD

})]({[
22

XEXEC  ).(
2

XDC

})]({[
2

CXECXE 

})](){[()(
2

CXECXECXD 

})]({[
2

XEXE 

).(XD



(3) 设 X, Y  是两个随机变量，则有

证明 })](){[()(
2

YXEYXEYXD 

}))](())({[(
2

YEYXEXE 

)]}()][({[2)]([)]([
22

YEYXEXEYEYEXEXE 

)()( YDXD 

))}.())(({(2)()()( YEYXEXEYDXDYXD 

)]}()][({[2 YEYXEXE 

方差的性质(Cont.)



即 D(X)=0      P(X= C)=1， 这里C=E(X)

x
C

1

P(X= x)

.10)()4( CXXD 取常数以概率的充要条件是

方差的性质(Cont.)



切比雪夫不等式

由切比雪夫不等式可以看出，若 越小，则

事件{|X-E(X)|<    }的概率越大，即随机变量X 集

中在期望附近的可能性越大.

2



2

2

}|)({|



  XEXP

，有不等式则对于任意正数

方差存在，假定其数学期望设随机变量定理

 ,)(

),(,

2XD

XEX



如取  3
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  XEXP

111.0
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XEXP

当方差已知时，切比雪夫不等式给出了随机变量

X与它的期望的偏差不小于 的概率的估计式 .

可见，对任给的分布，只要期望和方差存在，
则 X取值偏离E(X)超过 3 的概率小于0.111 .



例 已知正常男性成人血液中 ，每一毫升白细胞

数平均是7300，标准差是700 . 利用切比雪夫不等

式估计每毫升白细胞数在5200~9400之间的概率 .

解：设每毫升白细胞数为X

依题意，E(X)=7300,D(X)=7002

所求为 P(5200     X 9400)

P(5200     X 9400)

= P(-2100       X-E(X)       2100)

=  P{  |X-E(X)|        2100}



2)2100(

)(
1

XD


由切比雪夫不等式

P{ |X-E(X)|     2100}

2)
2100

700
(1

9

8

9

1
1 

即估计每毫升白细胞数在5200~9400之间的概率不
小于8/9 .



例 在每次试验中，事件A发生的概率为 0.75,  利
用切比雪夫不等式求：n需要多么大时，才能使得在
n次独立重复试验中, 事件A出现的频率在0.74~0.76之
间的概率至少为0.90?

解：设X为n 次试验中，事件A出现的次数，

E(X)=0.75n,  

的最小的n .

则 X~B(n, 0.75)

所求为满足

D(X)=0.75×0.25n=0.1875n

90.0)76.074.0( 
n

X
P



=P(-0.01n<X-0.75n< 0.01n)

2)01.0(

)(
1

n

XD


= P{ |X-E(X)| <0.01n}

20001.0

1875.0
1

n

n


n

1875
1

P(0.74n< X<0.76n )

)76.074.0( 
n

X
P

)76.074.0( 
n

X
P 可改写为

在切比雪夫不等式中取 n，则0.01

= P{ |X-E(X)| <0.01n}



18750
9.01

1875



n

解得

依题意，取 9.0
1875

1 
n

即n 取18750时，可以使得在n次独立重复试验中, 

事件A出现的频率在0.74~0.76之间的概率至少为0.90 .

接上



问题 对于二维随机变量(X ,Y ):

已知联合分布 边缘分布

这说明对于二维随机变量，除了每个

随机变量各自的概率特性以外，相互之间

可能还有某种联系.   问题是用一个什么样

的数去反映这种联系. 

 ))(( EYYEXXE 数

反映了随机变量X ,Y 之间的某种关系

协方差及相关系数



定义

协方差

⑶ Cov(X1+X2,Y)= Cov(X1,Y) + Cov(X2,Y)

⑴ Cov(X,Y)= Cov(Y,X)

简单性质

⑵ Cov(aX,bY) = ab Cov(X,Y)   a,b  是常数

量E{[ X-E(X)][Y-E(Y) ]}称为随机变量X和

Y的协方差,记为Cov(X,Y) ，即

Cov(X,Y)=E{[ X-E(X)][Y-E(Y) ]}



Cov(X,Y)=E(XY) -E(X)E(Y)

可见，若X 与 Y 独立， Cov(X,Y)= 0 .

计算协方差的一个简单公式

由协方差的定义及期望的性质，可得

Cov(X,Y)=E{[ X-E(X)][Y-E(Y) ]}

=E(XY)-E(X)E(Y)-E(Y)E(X)+E(X)E(Y) 

=E(XY)-E(X)E(Y)
即



D(X+Y)= D(X)+D(Y)+ 2Cov(X,Y)

随机变量和的方差与协方差的关系

特别地

)()()(),( 22 XDXEXEXXCov 



协方差的大小在一定程度上反映了X和Y相互间

的关系，但它还受X与Y本身度量单位的影响.   例如：

Cov(kX, kY)=k2Cov(X,Y)

为了克服这一缺点，对协方差进行标准化，这就引

入了相关系数 .



相关系数

为随机变量 X 和 Y 的相关系数 .

定义: 设D(X)>0, D(Y)>0,

)()(

),(

YDXD

YXCov
XY 

称

在不致引起混淆时，记 为 .XY 



相关系数的性质：

1||)1( XY

则若 ,)2( baXY 
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10

XY

XY

a

a





，时

，时

1)(1)3(  baXYPXY

0,,)4( XYYX 则相互独立若

注: 程度之间的线性关系的密切的大小反映了 YXXY ,

之间无线性关系时 YXXY ,,0

之间具有线性关系时 YXXY ,,1



0但由 并不一定能推出X和Y 独立.

0,, XYYX 则相互独立若注:

.)(Cont相关系数的性质

独立一定不相关，不相关不一定独立

因为不相关讨论的是线性关系，而相互独立
讨论的是一般关系。



，

Cov(X,Y)=0，

事实上，X的密度函数
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0)(cos)cos()(
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dxxxfxXXEXYE

0)()()(),(  YEXEXYEYXCov

例 设X服从(-1/2, 1/2)内的均匀分布 , 而Y=cos X,

不难求得



因而 =0， 即X和Y不相关 .

但Y与X有严格的函数关系，即X和Y不独立 .
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求 Cov (X ,Y ),  XY

已知 X ,Y 的联合分布为

X
Y

1             0

1

0

p             0

0 q

0 < p <1

p + q = 1

解:
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解 X，Y的联合密度f(x,y)及边缘密度 fX(x),  fY(y) 如下：

 







 dxdyyxfyxYXCov ),())((),( 21 
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YXCov
xy

从而说明二维正态分布随机变量X、Y相互独立 ρ=0，
即X、Y相互独立与不相关是等价的。

例 设(X, Y)服从二维正态分布，求X, Y的相关系数。



随机变量的其它数字特征

矩：
k阶原点矩
k阶中心矩

协方差矩阵



矩

定义

阶混合矩的和存在，称它为

若

阶中心矩。的存在，称它为

若

阶矩。阶原点矩，简称的存在，称它为

是随机变量，若与设

lkYX

lkYXE

kX

kXEXE

kkX

kXE
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lk

k

k
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阶混合中心矩。

的二和是的二阶中心矩，协方差是

的一阶原点矩，方差是的数学期望

YXYXX

XDXXEX

),(Cov

)()(显然:



协方差矩阵

  
   

   

  

的协方差矩阵称为随机变量

将它们排成矩阵形式

分别记为

有四个二阶中心矩，二维随机变量

),(

,)(

,)()(

,)()(

,)(

),(

21

2221

1211

2

2222

221121

221112

2

1111

21

XX

cc

cc

XEXEc

XEXXEXEc

XEXXEXEc

XEXEc

XX




















协方差矩阵

   

的协方差矩阵维随机变量为

都存在，则称矩阵

的二阶混合中心矩，维随机变量
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协方差矩阵是一个对称矩阵。
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已知 服从二维正态分布，其概率密度为：

1 1
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x μ引入列向量： ，

2

1 1 2

1 2 2

1 2 2

( , )X X
  

  

 
  
 

C的协方差矩阵为：

2 2 2

1 2 (1 )   C它的行列式为 
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1 2 1 2
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1 2 1
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的逆矩阵为
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利用协方差矩阵，可由二维正态变量的概率密度推广，得到n维正态变
量的概率密度函数形式。



 1
2

T 1

1 2 1 2
1 1( , ) ( , ) exp ( ) ( )

22
X X f x x



   x μ C x μ
C

于是 的概率密度可写成：
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C
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μ

C

上式容易推广到 维正态随机变量 的情况

引入列向量：

是 的协方差矩阵,

维正态随机变量 的概率密度定义为：

 )x μ
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1 2

 ( , , ) , 1,2,
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( , , )

1. n i

n

n

n X X X X i n

X X X

X X X n

维正态变量 的每一个分量 都是

正态变量；反之，若 都是正态变量，且相互独立，

  则 是 维正态变量；

1 2

1 2 1 1 2 2

1 2

2. ( , , )

 , ,

 

 

 , ,

 n

n n n

n

n X X X n

X X X l X l X l X

l l l

   

维随机变量 服从 维正态分布

的任意线性组合 服从一维正态分布

其中 不全为零

1 2 1 2

1 2

( , , ) , ,

     ( 1,2, ) , ,

3.  

)

n k

j k

X X X n Y Y Y

X j n Y Y Y

若 服从 维正态分布，设 是

的线性函数，则( 也服从多维正

正

态

态

分布

变量

；

  这 的线性变一性质称为 换不变性

1 2

1 2 1 2

( , , )

, , , ,

4.  n

n n

X X X n

X X X X X X

设 服从 维正态分布，

        则 相互独立 两两不相关

n维正态变量具有以下四条重要性质：



作业

Exes. 7, 8,  14, 22, 28, 31,  32, 33, 34


